UFPE - CIn - Matematica Discreta - if670

Notas sobre teoria dos numeros (2)

Fonte: livros do L. Lévasz e Kenneth Rosen (ref. completa
na pagina)

Centro de Informatica
Universidade Federal de Pernambuco

2007.1 / CIn-UFPE



UFPE - CIn - Matematica Discreta - if670

Maior divisor comum e menor multiplo comum

Definigdo (Maior divisor comum)

Sejam a e b inteiros de forma que apenas um dels pode ser
zero. O maior inteiro d de foram que d | a e d | b é chamado
de maior divisor comum de a e b, denotado por mdc(a, b).

@ Uma maneira de encontrar o mdc de dois nuemros é
encontrar a fatoragéo prima desses numeros. Portanto
sejam as fatoracdes de a e b dadas como a seguir:

e a= pa‘pgz...pf,’”
o b=pps. .. pkn

min(al,b1) _min(az,b.) min(an,bn)

@ mdc(a, b) = p, ). 0} - Pn
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Maior divisor comum e menor multiplo comum

Definigéao (primos entre si)
Os inteiros a e b sdo primos entre si se seu mdc é 1.

Definigao (primos entre si dois a dois)

Os inteiros ay, ao, . . . a, S4o primos entre si dois a dois se
mdc(a;j,a;)) =1 paral <i<j<n.
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Maior divisor comum e menor multiplo comum

Definigdo (o menor multiplo comum)

O menor multiplo comum de dois inteiros positivos a e b é o
menor inteiro positivo que é divisivel pelos dois, a e b. O menor
mdltiplo comum é denotado por mmc(a, b).

max(al,bl) _max(ag,bs) max(an,bn)

...Pn

@ mmc(a, b) = p; , Py

Prove que se a e b sdo inteiros postivos entao
ab = mdc(a, b).mmc(a, b)
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Aritmética Modular

Definicao

Sejam a e b inteiros positivos. Nos denotamos a mod m como
o0 resto quando a é dividido por m.

@ Temos que 15 mod 12 = 3 mod 12, que é igual a 3.

@ Usamos uma notagéo para indicar que dois inteiros
possuem o0 mesmo resto quando divididos por um inteiro
positivo m.
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Aritmética Modular

Definicao

Se a e b sdo inteiros e m é um inteiro positivo, entao a é
congruente a b médulo m se m divide a — b. Usamos a
notagdo a = b(mod m) para indicar que a é congruente a b
maodulo m. Se a e b nao sdo congruentes modulo m,
escrevemos a # b (mod m). Quando a = b (mod m), temos
que amod m = b mod m.

@ Dizemos que a = b(mod m) se e somente se amod m =
b mod m.
Exemplo 7 = 2(mod 5)

@ Vocé pode provar que se a = b (mod m) entao
m|(a — b).
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Aritmética Modular

Teorema

Seja m um inteiro positivo. Se a

¢ = d(mod m),entdoa+c = b
ac = bd (mod m).

b (mod m) e
+ d (mod m) e
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Aritmética Modular

Algumas aplicagcdes de congruéncia
o
o
o
o

Exemplo

Funcdes Hashing: h(k) = k mod n;
Numeros pseudorandémicos:
Xn+1 = (axp + ¢) mod m.

Xo € chamado de semente, a multiplicador e ¢ incremento,
onde todos devem ser menores que m, e ¢ e xg devem ser
maiores ou iguais a zero; e a maior ou igual a 2.

m=9,a=7,¢c=4c¢e xp =3, temos a sequéncia:

3,7,8,6,1,2,0,4,5,3,7,8...

Criptografia: cifra de deslocamento:
f(x) = (x + 3) mod 26.
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Aritmética Modular

O Algoritmo de Euclides

@ O maximo divisor comum de dois inteiros positivos pode
ser encontrado usando-se as suas fatoragdes primas. Mas
esse método é ineficiente para inteiros grandes.

@ O algoritmo de Euclides calcula o mdc de dois inteiros de
modo eficiente, sem encontrar suas fatoragées primas.

@ Ele é baseado em alguns resultados simples, que
podemos provar.
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Aritmética Modular

O Algoritmo de Euclides

@ Prove que mdc(a, b) = mdc(a, b — a).
© Seja r o resto se dividirmos b por a. Entdo prove que
mdc(a, b) = mdc(a, r).
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Aritmética Modular

O Algoritmo de Euclides

Suponha que nos séo dados dois inteiros positivos ae b, e
desejamos achar seu maximo divisor comum.

@ Se a > bentao trocamos a por b e vice-versa.

@ Se a > 0, dividimos b por a, para obter um resto r.
Substituimos b por r e retornamos ao passo 1.

© Senao (se a = 0), retornamos b como o0 m.d.c. e paramos.

11/29
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Aritmética Modular

O Algoritmo de Euclides: exemplos

@ mdc(300,18) = mdc(12,18) = mdc(12,6) = mdc(6,0) =
6

@ Eomdcde 101 e 100?

@ mdc(101,100) = mdc(1,100) = mdc(1,0) = 1

@ mdc(89,55)?

@ mdc(89,55) = mdc(34,55) = mdc(34,21) =
mdc(13,21) = mdc(13, 8)
= mdc(5,8) = mdc(5,3) = mde(2,3) = mde(2,1) =
mdc(1,0) =1

12/29
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Introdugao a Aritmética modular

@ Qual o resultado de quinta-feira + sexta-feira?
@ Vamos fazer a seguinte associacao:

0 1 2 |3 4 5 6
Dom | Seg | Ter | Qua | Qui | Sex | Sab

@ Assim, a pergunta pode ser formulada da seguinte
maneira:

Qual o resultado de (4 + 5) mod 77

Dai a resposta é terca-feira.

13/29
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Introdugao a Aritmética modular

De modo semelhante, podemos facilmente calcular:
a) Quinta-feira.Sexta-feira;
Resp. Quinta-feira.Sexta-feira — (4.5) mod 7 = 6 = Sé&bado;
b) (Sabado)?;
Resp. (6)2 mod 7 = 36 mod 7 = 1 = Segunda-feira;
c) Segunda-feira - Sdbado.
Resp. (1—6)mod7 = -5 mod7 = 2 = Terga-feira.

14/29
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Introdugéo a Aritmética modular

Propriedades

1) Comutatividade:

@ Seg + Sex = Sex + Seg. ((a+b) mod m = (b+ a) mod m);
@ Ter.Qui = Qui.Terc;

2) Associatividade:

@ (Seg + Ter) + Qui = Seg + (Ter + Qui);
@ (Sex.Ter).Qua = Sex.(Ter.Qua).

15/29
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Introdugao a Aritmética modular

Propriedades

3) Elemento neutro da adig&o:

@ Seg + Dom = Seg; Ter + Dom = Ter. O “Dom” é o zero.
4) Elemento neutro da multiplicacéo:

@ Seg.Ter = Ter; Qua.Seg = Qua. “Seg” funciona como um.
5) Subtragéo é o inverso da soma:

@ (Seg + Ter) - Seg = Ter.
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Introdugao a Aritmética modular

E a divisao ?

@ Em alguns casos ela é dbvia. Sab/Ter = Qua. Temos
Ter.Qua = Sab.

@ Entretanto, Ter/Qua?

@ Na aritmética usual isso seria % que ndo é um inteiro.
Dessa forma, os racionais foram introduzidos. Mas sera
que devemos introduzir dias da semana fracionarios?
Veremos que a resposta é nao.
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Introdugao a Aritmética modular

Calculando Ter/Qua

Ter __

@ x.Qua= Ter
@ Aresposta € x = Qua, Qua.Qua = Ter, pois
3.3 = 2(mod 7).
@ Na realidade solucionamos a congruéncia linear
Xx.3 = 2mod 7.
@ Como encontrar uma solugao para o caso geral
ax = b(mod m)?
@ Além disso, temos que 14 = 8 (mod 6), ¥ =7, 8 =4,
mas 7 # 4 (mod 6). Por qué?
@ Precisamos estudar primeiro alguns resultados.

18/29
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Introdugao a Aritmética modular

Alguns Resultados

Teorema (pg. 137)

Se a e b sdo inteiros positivos, entao existem inteiros s e t de
forma que mdc(a,b)= sa+tb.

@ Isso quer dizer que o mdc de a e b pode ser escrito como
uma combinacao linear com coeficientes inteiros de a e
b.

@ Para encontrar a combinacao linear de dois inteiros que
seja igual ao seu mdc usamos o algoritmo de Euclides.

19/29
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Introdugao a Aritmética modular

Alguns Resultados

Exemplo

Expresse o mdc(300,18) = 6 como uma combinag&o linear de
300 e 18.

Vimos que mdc(300,18) = mdc(12,18) = mdc(12,6) = mdc (6,0)
=6:

@ 300=18.16 + 12— 12 =300 -18.16
Q 18=121+6—6=18-12
Q 12=62+0

Logo, 6=18 (300 - 18.16) — 6 = 18- 300 + 18.16 — 6 = 17.18
- 300.

20/29
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Introdugao a Aritmética modular

Outro exemplo

@ Expresse o0 mdc(252,198) como uma combinacao linear
de 252 e 198 .
@ mdc(252,198) = mdc (198, 54) = mdc (54, 36) = mdc(36,
18) = mdc (18, 0) = 18).
@ 252-198.1 +54
@ 198=54.3 +36
© 54=36.1+18
Q 36=182+0
@ Assim,
@ 54=252-198
Q 36=198-3.54
© 18=54-36
@ Logo, 18 = (252 - 198) - (198 - 3. 54) =252 - 2.198 +
3.(252 - 198) = 4. 252 - 5.198.

21/29
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Introdugao a Aritmética modular

Lema (pg. 138)

Se a, b e ¢ sdo inteiros positivos de forma que a e b sdo primos
entre siea| bc entdo a| c.

Prova
@ a e b sdo primos entre si — mdc(a,b) = 1;
Q sa+tb=1;

© sac +tbc =c;
©Q Sea|bc— a]tbe;
© Como a|sace a] tbc entdo a| (sac + tbc), logo a| ¢

22/29
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Introdugao a Aritmética modular

Teorema (pg. 139)

Seja m um inteiro positivo e sejam a,b e c inteiros. Se
ac = bc (mod m) e c e m sdo primos entre si entao
a = b(mod m).

Prova

@ ac = bc (mod m).
@ m| (ac — bc)

©Q m|c(a—b)

© Como mdc(m,c) = 1, pelo lema anterior m | (a— b), logo
a = b(mod m).

23/29
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Resolvendo Congruéncia Linear

@ Na aritmética usual se temos ax = b, com a # 0, entdo x =
b/a . Ou seja, multiplicando ambos os lados da equagao
pelo inverso de a, que é 1/a, temos como calcular x.

@ De forma semelhante, na aritmética modular quando
queremos a solugédo de ax = b (mod m), onde m é um
inteiro positivo, e a e b s&o inteiros, precisamos calcular o
inverso de a modulo m.

@ Seja aum inteiro de forma que a.a = 1 (mod m).
Dizemos que a é um inverso de a médulo m.

@ O seguinte teorema garante que o inverso de a médulo m
existe se a e m s&o primos entre si.

24/29
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Resolvendo Congruéncia Linear

Teorema (pg. 140)

Se a e m sdo inteiros primos entre sie m > 1, entao o inverso
de a modulo m existe. Além disso, esse inverso é unico modulo
m.

Prova

@ comomdc (a,m)=1 —sa+tm=1;
©Q sa+tm=1(modm);

© tm =0 (mod m);

Q sa=1(modm).

© s éoinverso de a médulo m.

25/29
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Resolvendo Congruéncia Linear

Exemplos

Para calcular um inverso de 3 mod 7 usamos o algoritmo de
Euclides.
a3 =1mod?7.
7=23+1—1=7-23.
Logo aé -2, 5, 12, etc.

@ Encontre um inverso de 4 mddulo 9.
@ Ouseja, 4.x =1 (mod 9)
09=24+1—-1=9-24

@ Resposta: -2, 7, etc.

26/29
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Resolvendo Congruéncia Linear

@ Assim, para solucionar ax = b mod m fazemos os
seguintes passos:

@ encontramos a

© como a.a = 1 (mod m), multilpicamos ambos os lados da
congruéncia por a:

© aax = b.a(mod m);

© entdo temos x = b.a (mod m)

27/29
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Resolvendo Congruéncia Linear

Exemplos

Retomando o nosso exemplo: x.3 = 2(mod 7):
Vimos que um inverso de 3 mod 7 € 5. Dai x =10 mod 7 —
x = 3mod7.

@ 3x =4(mod7)?
@ Vimos que 5 € um inverso de 3 mod 7.
@ Assim, x =20 (mod 7), logo x = 6 (mod 7).

28/29
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Resolvendo Congruéncia Linear

Exemplos

Encontre x para4x = 5 (mod 9).

@ O inversode 4 mod 9 é -2, 7, etc.
@ Logo x =35 (mod 9) ou x = 8 mod 9.
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