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1 Introducao a Aritmética modular
Definicao 1 Sejam a e b inteiros positivos. Nos denotamos a mod m como o
resto quando a € dividido por m.

Definicao 2 Sea eb sao inteiros e m € um inteiro positivo, entao a € congruente
a b médulo m se m divide a — b. Usamos a notagdo a = b(modm) para indicar
que a € congruente a b modulo m. Se a e b nao sao congruentes modulo m,
escrevemos a = b (mod m). Quando a = b (mod m), temos que a mod b = b
mod m.

Teorema 1 Seja m um inteiro positivo. Se a = b (modm) ec = d (mod m),
entio a +c¢ = b+d (modm) e ac = bd (mod m).
2 Adicao, Subtracao e Multiplicacao

e Qual o resultado de quinta-feira + sexta-feira?

e Vamos fazer a seguinte associacao:

0 1 2 3 4 5 6
Dom | Seg | Ter | Qua | Qui | Sex | Sab

e Assim, a pergunta pode ser formulada da seguinte maneira:
Qual o resultado de (4 4 5) mod 77
Dai a resposta é terca-feira.
e De modo semelhante, podemos facilmente calcular:

a) Quinta-feira.Sexta-feira;

)
b) (Sdbado)?;
c¢) Segunda-feira - Sdbado.
)
)
)

a) Quinta-feira.Sexta-feira — (4.5) mod 7 = 6 = Sabado;

b) (Sébado)?> — (6)> mod 7 = 36 mod 7 = 1 = Segunda-feira;

¢) Segunda-feira - Sdbado — (1 —6) mod 7 = —5mod 7 = 2 =
Terca-feira.



3 Propriedades

De modo semelhante a aritmética com inteiros, na aritmética modular temos as
seguintes propriedades:

1. Comutatividade:

(a) Seg + Sex = Sex + Seg. ((a+b) mod m = (b+ a) mod m);
(b) Ter.Qui = Qui.Terc;

2. Associatividade:

(a) (Seg + Ter) + Qui = Seg + (Ter + Qui);
(b) (Sex.Ter).Qua = Sex.(Ter.Qua).

3. Elemento neutro da adic¢ao:

(a) Seg + Dom = Seg; Ter + Dom = Ter. O “Dom” é o zero.
4. Elemento neutro da multiplicacao:

(a) Seg.Ter = Ter; Qua.Seg = Qua. “Seg” funciona como um.
5. Subtracao é o inverso da soma:

(a) (Seg + Ter) - Seg = Ter.

4 FE a divisao ?
e Em alguns casos ela é 6bvia. Sab/Ter = Qua. Temos Ter.Qua = Sab.

e Entretanto, Ter/Qua?
Na aritmética usual isso seria %, que nao é um inteiro. Dessa forma, os
racionais foram introduzidos. Mas sera que devemos introduzir dias da

semana fraciondrios? Veremos que a resposta é nao.

Ter __
- QZZ =T
— x.Qua = Ter
— A resposta é z = Qua, Qua.Qua = Ter, pois 3.3 = 2 (mod 7).
e Na realidade solucionamos a congruéncia linear x.3 = 2 mod 7.
e Como encontrar uma solugao para o caso geral ax = b (mod m) ?

e Além disso, temos que 14 = 8 (mod 6), 174 =1, % =4, mas 7 # 4 (mod 6).
Por qué?

e Precisamos estudar primeiro alguns resultados.



5 Alguns Resultados

Teorema 2 (pg. 137) Se a e b sdo inteiros positivos, entdo existem inteiros s
et de forma que mdc(a,b)= sa+tb.

e [sso quer dizer que o mdc de a e b pode ser escrito como uma combinagao
linear com coeficientes inteiros de a e b.

e Para encontrar a combinagao linear de dois inteiros que seja igual ao seu
mdc usamos o algoritmo de Euclides.

Exemplo 1 FEzpresse o mdc(300,18) = 6 como uma combinag ao linear de 300
e 18.
Vimos que mdc(300,18) = mde(12,18) = mdc(12,6) = mdc (6,0) = 6:

1. 300 = 18.16 + 12 — 12 = 300 -18.16

2. 18 = 12.1 + 6 — 6 = 18-12

3. 12 =62+ 0

Logo, 6=18 -(300 - 18.16) — 6 = 18 - 300 + 18.16 — 6 = 17.18 - 300.

Exemplo 2 FEzpresse o mde(252,198) como uma combinagao linear de 252 e 198.

mdc(252,198) = mdec (198, 54) = mdc (54, 36) = mdc(36, 18) = mdc (18,
0) = 18).

1. 252 = 198.1 + b4

2. 198 = 5/.8 + 36
3. 5/ =361 + 18
4. 86 =18.2 + 0

1. 54 = 252 - 198
2. 36 = 198 - 3.5
3. 18 = 5/ -36

Logo, 18 = (252 - 198) - (198 - 8. 5}) = 252 - 2.198 + 3.(252 - 198) = 4.
252 - 5.198.

Lema 1 (pg. 138) Se a, b e ¢ sao inteiros positivos de forma que a e b sdo
primos entre si e a | bc entao a | c.



Prova

1. a e b sao primos entre si — mdc(a,b) = 1;

2. sa + tb = 1;

3. sac + tbc = ¢;

4. Se a | be — a | the;

5. Como a | sac e a | the entdo a | (sac + tbe), logo a | ¢
Teorema 3 (pg. 139) Seja m um inteiro positivo e sejam a,b e ¢ inteiros. Se
ac = bc (mod m) e ¢ e m sao primos entre si entao a = b (mod m).
Prova

1. ac = be (mod m).

2. m| (ac — be)

3. m|cla—Db)

4. Como mdc(m,c) = 1, pelo lema anterior m | (a — b), logo a = b(mod m).

Resolvendo Congruéncia Linear

Na aritmética usual se temos ax = b, com a # 0, entdo x = b/a. Ou
seja, multiplicando ambos os lados da equagao pelo inverso de a, que é 1/a,
temos como calcular x.

De forma semelhante, na aritmética modular quando queremos a solucao
de ax = b (mod m), onde m é um inteiro positivo, e a e b sdo inteiros,
precisamos calcular o inverso de a médulo m.

Seja @ um inteiro de forma que a.a = 1 (mod m). Dizemos que a é um
inverso de a modulo m.

O seguinte teorema garante que o inverso de a méodulo m existe se a e m
sao primos entre si.

Teorema 4 (pg. 140) Se a e m sdo inteiros primos entre si e m > 1, entdo o
iverso de a modulo m existe. Além disso, esse inverso € unico modulo m.

Prova

1.

como mdc (a,m) =1 — sa + tm = 1;
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2. sa + tm = 1 (mod m);
3. tm = 0 (mod m);
4. sa =1 (mod m).

5. s é o inverso de a moédulo m.

Exemplo 3 Para calcular um inverso de 3 mod 7 usamos o algoritmo de Eu-
clides.
a.3 =1modT.
=28+1—1=7-2.38.
Logo a € -2, 5, 12, etc.

Exemplo 4 Encontre um inverso de 4 modulo 9.

Ou seja, 4.x =1 (mod 9)
=24+1—1=09-2/

Resposta: -2, 7, etc.

e Assim, para solucionar ax = b mod m fazemos os seguintes passos:

1. encontramos @

2. como a.a = 1 (mod m), multilpicamos ambos os lados da congruéncia
por a:

3. a.a.x = b.a (mod m);

4. entao temos x = b.a (mod m)

Exemplo 5 Retomando o nosso exemplo: .3 = 2(mod 7):
Vimos que um inverso de 3 mod 7 é 5. Daix =10 mod 7 — x = 3 mod 7.

Exemplo 6 3z = 4 (mod 7) ?
Vimos que 5 € um inverso de 3 mod 7. Assim, v = 20 (mod 7), logo © =
6 (mod 7).

Exemplo 7 Encontre x para 4x = 5 (mod 9).

1. O inverso de 4 mod 9 € -2, 7, etc.

2. Logo x = 35 (mod 9) ou x = 8 mod 9.



7 Teorema Chinés do Resto

Exemplo 8 No século um, o matemdtico chinés chamado Sun-Tsu se perguntou:
Que niuemro serd esse de forma que quando dividido por 3, o resto ¢ 2; quando
dividido por 5, o resto € 3; e quando dividido por 7, o resto é 27
A pergunta é: Qual € a solucdo para o sequinte sistema de congruéncias?

e =2 (mod 3)

e =3 (modb)

e =2 (mod7)?

Teorema 5 (Teorema chinés do resto, pgl42) Sejam my, my,...m, inteiros
positivos primos entre si. O sistema

x = ay (mod my)
x = ag (mod my)
x = a, (mod my,)

possui uma tunica solugao modulo m = my.ma....m,. (Ou seja, existe uma
solugao x com 0 < x < m, e todas as outras solugoes sao congruentes modulo m
com essa solugdo).

e Como calcular x:

— faca m = mqy.mo. ... my;

— para k =1,2,...n faga My = m/my;

— chame Y}, o inverso de My médulo my, e calcule Yy, Ou seja, MY, =
1 (mod my,);

— = a M1Y1 + asMoYs + ... a, MY, (mod m).
Exemplo 9 Vamos solucionar o exemplo 8.
1. m =3.5.7 = 105;
2. My =m/3=35, My =m/5=21, e M3 =m/7=15
3. 2 € um inverso de My =35 modulo 3, pois 35 = 2 (mod 3);

4. 1 € um inverso de My = 21 mddulo 5, pois 21 = 1 (mod 5);
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5. 1 é um inverso de M3 = 15 mddulo 7, pois 15 = 1 (mod 7);

6. x = 2.35.2+3.21.1 + 2.15.1 (mod 106) = 233 = 23 (mod 105).

Exemplo 10 Que inteiros deixam resto 1 quando divididos por 2 e resto 1 quando
divididos por 37

1. x=1(mod2) e x =1 (mod 3);

2 m=6, My =3¢ M=2;

3. Yy € o inverso de 3 mod 2, como 3 =1 (mod 2) — Yy =1 (mod 2);
4. Yy € o inverso de 2 mod 3, como 2 mod 3 = 2, logo Yo = 2 (mod 3);
5. v = 1.3.14+1.2.2 (mod 6)

6. x = 7 (mod 6).



