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Motivacao

@ Uma senhora estava caminhando para um mercado
quando um cavalo se bateu com a sua cesta de ovos. O
cavaleiro queria pagar os danos e perguntou para a
senhora quantos ovos haviam na cesta.

@ Ela ndo se lembrava exatamente da quantidade, mas
sabia que se tirasse os ovos da cesta de trés em trés,
sobravam dois ovos. Se tirasse de 5 em 5, sobravam 3
ovos e de 7 em 7 sobravam 2.
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@ Uma senhora estava caminhando para um mercado
quando um cavalo se bateu com a sua cesta de ovos. O
cavaleiro queria pagar os danos e perguntou para a
senhora quantos ovos haviam na cesta.

@ Ela ndo se lembrava exatamente da quantidade, mas
sabia que se tirasse os ovos da cesta de trés em trés,
sobravam dois ovos. Se tirasse de 5 em 5, sobravam 3
ovos e de 7 em 7 sobravam 2.

@ Qual seria a menor quantidade de ovos que ela poderia
ter?
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Motivacao

@ Uma senhora estava caminhando para um mercado
quando um cavalo se bateu com a sua cesta de ovos. O
cavaleiro queria pagar os danos e perguntou para a
senhora quantos ovos haviam na cesta.

@ Ela ndo se lembrava exatamente da quantidade, mas
sabia que se tirasse os ovos da cesta de trés em trés,
sobravam dois ovos. Se tirasse de 5 em 5, sobravam 3
ovos e de 7 em 7 sobravam 2.

@ Qual seria a menor quantidade de ovos que ela poderia
ter?

@ Como formular esse problema usando a notagéo da
aritmética modular?
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Exemplo

No século um, o matematico chinés chamado Sun-Tsu se
perguntou: Que numero sera esse de forma que quando
dividido por 3, o resto é 2; quando dividido por 5, o resto é 3; e
quando dividido por 7, o resto é 27?
A pergunta é: Qual é a solugao para o sequinte sistema de
congruéncias?

@ x =2 (mod 3)

@ x =3 (mod 5)

@ x=2(mod7)?




UFPE - CIn - Matematica Discreta - if670
Teorema Chinés do Resto

Teorema (Teorema chinés do resto)

Sejam my, mo, . .. my, inteiros positivos primos entre si. O
sistema

x = ay (mod my)
X = ax (mod my)

X = ap (mod mp)

possui uma unica solugdo modulo m = my.ms. ... my. (Ou seja,
existe uma soluggo x com 0 < x < m, e todas as outras
solugbes sdo congruentes modulo m com essa solugao).
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@ Como calcular x:

e fagam=my.mo....mp;

e para k=1,2,...nfaga Mx = m/my;

@ chame Yy o inverso de M, médulo mg e calcule Yy, Ou
seja, Mk.Yx =1 (mod my);

o x=a MY+ aMYs+...a.M,Y, (mod m)
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Quantos ovos o cavaleiro deve pagar?

@ m=357=105;
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Quantos ovos o cavaleiro deve pagar?

@ m=357=105;
Q@ Mi=m/3=35 M=m/5=21,e Mg=m/7 =15
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Quantos ovos o cavaleiro deve pagar?

@ m=357=105;
Q@ Mi=m/3=35 M=m/5=21,e Mg=m/7 =15
© 2 é uminverso de M;=35 médulo 3, pois:

e quero calcular i, de forma que 35.i = 1 (mod 3);
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Quantos ovos o cavaleiro deve pagar?

@ m=357=105;
QO Mi=m/3=35Mo=m/5=21,e M3 =m/7 =15
© 2 é uminverso de M;=35 médulo 3, pois:

e quero calcular i, de forma que 35.i = 1 (mod 3);
e como 35 = 2 (mod 3), posso calcular 2.i = 1 (mod 3)
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Quantos ovos o cavaleiro deve pagar?

@ m=357=105;
QO Mi=m/3=35Mo=m/5=21,e M3 =m/7 =15
© 2 é uminverso de M;=35 médulo 3, pois:

e quero calcular i, de forma que 35.i = 1 (mod 3);
e como 35 = 2 (mod 3), posso calcular 2.i = 1 (mod 3)
e logo i =2, pois 2.2 =1 (mod 3).
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Quantos ovos o cavaleiro deve pagar?

@ m=357=105;
Q@ Mi=m/3=35 M=m/5=21,e Mg=m/7 =15
© 2 é uminverso de M;=35 médulo 3, pois:

e quero calcular i, de forma que 35.i = 1 (mod 3);
e como 35 = 2 (mod 3), posso calcular 2.i = 1 (mod 3)
e logo i =2, pois 2.2 =1 (mod 3).

©Q 1 é uminverso de M> = 21 médulo 5, pois 21 = 1 (mod 5);
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Quantos ovos o cavaleiro deve pagar?

@ m=357=105;
Q@ Mi=m/3=35 M=m/5=21,e Mg=m/7 =15
© 2 é uminverso de M;=35 médulo 3, pois:
e quero calcular i, de forma que 35.i = 1 (mod 3);
e como 35 = 2 (mod 3), posso calcular 2.i = 1 (mod 3)
@ logo i =2, pois 2.2 =1 (mod 3).
©Q 1 é uminverso de M> = 21 médulo 5, pois 21 = 1 (mod 5);
@ 1 é uminverso de M; = 15 médulo 7, pois 15 =1 (mod 7);
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Quantos ovos o cavaleiro deve pagar?

@ m=357=105;
Q@ Mi=m/3=35 M=m/5=21,e Mg=m/7 =15
© 2 é uminverso de M;=35 médulo 3, pois:

e quero calcular i, de forma que 35.i = 1 (mod 3);
e como 35 = 2 (mod 3), posso calcular 2.i = 1 (mod 3)
e logo i =2, pois 2.2 =1 (mod 3).

©Q 1 é uminverso de M> = 21 médulo 5, pois 21 = 1 (mod 5);
@ 1 é uminverso de M; = 15 médulo 7, pois 15 =1 (mod 7);

Q x = 2352+3.21.1 +2.15.1 (mod 105) = 233 =
23 (mod 105).

Resp. Pelo menos 23 ovos.
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Outro exemplo

@ Que inteiros deixam resto 1 quando divididos por 2 e resto
1 quando divididos por 3?
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Outro exemplo

@ Que inteiros deixam resto 1 quando divididos por 2 e resto
1 quando divididos por 3?

@ x=1(mod2)e x =1 (mod 3);
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Outro exemplo

@ Que inteiros deixam resto 1 quando divididos por 2 e resto
1 quando divididos por 3?

@ x=1(mod2)e x =1 (mod 3);
em=6M{=3e M, =2;
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Outro exemplo

@ Que inteiros deixam resto 1 quando divididos por 2 e resto
1 quando divididos por 3?

@ x=1(mod2)e x =1 (mod 3);
em=6M{=3e M, =2;

@ Yy éoinversode 3mod2,como3 =1 (mod2) —
Y1 =1 (mod 2);
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Outro exemplo

@ Que inteiros deixam resto 1 quando divididos por 2 e resto
1 quando divididos por 3?

@ x=1(mod2)e x=1(mod 3);
em=6M{=3e M, =2;
@ Yy éoinversode 3mod2,como3 =1 (mod2) —
Y1 =1 (mod 2);
@ Yo éoinversode 2 mod 3, como2mod 3 =2, logo Yo =2
(mod 3);
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Outro exemplo

@ Que inteiros deixam resto 1 quando divididos por 2 e resto
1 quando divididos por 3?

@ x=1(mod2)e x=1(mod 3);

em=6M{=3e M, =2;

@ Yy éoinversode 3mod2,como3 =1 (mod2) —
Y1 =1 (mod 2);

@ Yo éoinversode 2 mod 3, como2mod 3 =2, logo Yo =2
(mod 3);

@ x = 1.3.14+1.2.2 (mod 6)
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Outro exemplo

@ Que inteiros deixam resto 1 quando divididos por 2 e resto
1 quando divididos por 3?

@ x=1(mod2)e x=1(mod 3);

em=6M{=3e M, =2;

@ Yy éoinversode 3mod2,como3 =1 (mod2) —
Y1 =1 (mod 2);

@ Yo éoinversode 2 mod 3, como2mod 3 =2, logo Yo =2
(mod 3);

@ x = 1.3.14+1.2.2 (mod 6)

@ x = 7 (mod 6).



UFPE - CIn - Matematica Discreta - if670
Teorema Chinés do Resto

Entendendo a prova do teorema chinés do resto

@ Se entendermos o resultado para um sistema com duas
congruéncias podemos aplicar o mesmo raciocinio para o
caso de termos n congruéncias.

x =ay (mod my) (1)
X =ap (mod mp) (2)
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Entendendo a prova do teorema chinés do resto

@ Se entendermos o resultado para um sistema com duas
congruéncias podemos aplicar o mesmo raciocinio para o
caso de termos n congruéncias.

x =ay (mod my) (1)
X =ap (mod mp) (2)
@ Temosque m=mq -mo, My = mo e Mo = my
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Entendendo a prova do teorema chinés do resto

@ Se entendermos o resultado para um sistema com duas
congruéncias podemos aplicar o mesmo raciocinio para o
caso de termos n congruéncias.

x =ay (mod my) (1)

X =ap (mod mp) (2)
@ Temosque m=mq -mo, My = mo e Mo = my
@ mdc(my,m2)=1 (3)
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Entendendo a prova do teorema chinés do resto

@ Se entendermos o resultado para um sistema com duas
congruéncias podemos aplicar o mesmo raciocinio para o
caso de termos n congruéncias.

x =ay (mod my) (1)
X =ap (mod mp) (2)

@ Temosque m=mq -mo, My = mo e Mo = my

@ mdc(my,m2)=1 (3)

@ De (3) temos Yimo, =1 (mod my) (3.1)
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Entendendo a prova do teorema chinés do resto

@ Se entendermos o resultado para um sistema com duas
congruéncias podemos aplicar o mesmo raciocinio para o
caso de termos n congruéncias.

x =ay (mod my) (1)
X =ap (mod mp) (2)

@ Temosque m=mq -mo, My = mo e Mo = my

@ mdc(my,m2)=1 (3)

@ De (3) temos Yimo, =1 (mod my) (3.1)

@ De (3) tb. temos Yomy =1 (mod mo) (3.2)
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Entendendo a prova do teorema chinés do resto

@ Se entendermos o resultado para um sistema com duas
congruéncias podemos aplicar o mesmo raciocinio para o
caso de termos n congruéncias.

x =ay (mod my) (1)
X =ap (mod mp) (2)

@ Temosque m=mq -mo, My = mo e Mo = my

@ mdc(my,m2)=1 (3)

@ De (3) temos Yimo, =1 (mod my) (3.1)

@ De (3) tb. temos Yomy =1 (mod mo) (3.2)

@eDe(l):x=a1+k-my (4)
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Entendendo a prova do teorema chinés do resto

@ Se entendermos o resultado para um sistema com duas
congruéncias podemos aplicar o mesmo raciocinio para o
caso de termos n congruéncias.

x =ay (mod my) (1)

X =ap (mod mp) (2)
Temosque m=my - mo, My = mo e Mo = my
mdc(my,mo)=1 (3)
De (3) temos Yim, =1 (mod my) (3.1)
De (3) tb. temos Yomy =1 (mod myp) (3.2)
De(1):x=a1+k-m (4)
Substituindo (4) em (2): a, kmy = a> (mod m,)
— kmy = a, — a4 (mod mg)
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Entendendo a prova do teorema chinés do resto

@ Se entendermos o resultado para um sistema com duas
congruéncias podemos aplicar o mesmo raciocinio para o
caso de termos n congruéncias.

x =ay (mod my) (1)
X =ap (mod mp) (2)

@ Temosque m=mq -mo, My = mo e Mo = my

@ mdc(my,m2)=1 (3)

@ De (3) temos Yimo, =1 (mod my) (3.1)

@ De (3) tb. temos Yomy =1 (mod mo) (3.2)

@eDe(l):x=a1+k-my (4)

@ Substituindo (4) em (2): a;kmy = ax (mod my)
— kmy = a, — a4 (mod mg)

@ (3.2) diz que Yomy =1 (mod my), logo

k= Ya(az—a1) (mod mp) — k= Yo(az—ar)+mz-z (5)
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Entendendo a prova do teorema chinés do resto

@ Se entendermos o resultado para um sistema com duas
congruéncias podemos aplicar o mesmo raciocinio para o
caso de termos n congruéncias.

x =ay (mod my) (1)

X =ap (mod mp) (2)
Temosque m=my - mo, My = mo e Mo = my
mdc(my,mo)=1 (3)
De (3) temos Yim, =1 (mod my) (3.1)
De (3) tb. temos Yomy =1 (mod myp) (3.2)
De(1):x=a1+k-m (4)
Substituindo (4) em (2): a, kmy = a> (mod m,)
— kmy = a, — a4 (mod mg)
@ (3.2) diz que Yomy =1 (mod my), logo

k= Yo(az—ay) (mod my) — k= Yo(ao—ay)+me-z (5)

@ Substituindo (5) em (4): x = ay +(Yo(az—ay)+mp-2)-my .,
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@ X =ay+mYoas —myYoa; + mmez
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@ X =ay+mYoas —myYoa; + mmez
@ x=ay(1—MYa)+ M>Yoa, mod m



UFPE - CIn - Matematica Discreta - if670
Teorema Chinés do Resto

@ X =ay+mYoas —myYoa; + mmez

@ x=ay(1—MYa)+ M>Yoa, mod m

@ Precisamos agora apenas provar que
(1 — M2Y2) = M; Yy (mod m) para chegar a
X=aMYi+aMYs (mod m)
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@ X =ay+mYoas —myYoa; + mmez

@ x=ay(1—MYa)+ M>Yoa, mod m

@ Precisamos agora apenas provar que
(1 — M2Y2) = M; Yy (mod m) para chegar a
X=aMYi+aMYs (mod m)

@ (3.1) nos diz que
YiM; =1 (mod m1) — m1\(1 - Y1M1) (61)
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@ X =ay+mYoas —myYoa; + mmez
@ x=ay(1—MYa)+ M>Yoa, mod m
@ Precisamos agora apenas provar que
(1 — M2Y2) = M; Yy (mod m) para chegar a
X=aMYi+aMYs (mod m)
@ (3.1) nos diz que
YiM; =1 (mod m1) — m1\(1 - Y1M1) (61)
@ (3.2) nos diz que
YoMo = 1 (mOd mg) — m2|(1 — YQMQ) (62)
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@ X =ay+mYoas —myYoa; + mmez
@ x=ay(1—MYa)+ M>Yoa, mod m
@ Precisamos agora apenas provar que
(1 — M2Y2) = M; Yy (mod m) para chegar a
X=aMYi+aMYs (mod m)
@ (3.1) nos diz que
YiM; =1 (mod m1) — m1\(1 - Y1M1) (61)
@ (3.2) nos diz que
YoMo = 1 (mOd mg) — m2|(1 — YQMQ) (62)
@ Portantotemos my - mp = (1 — YiMy) - (1 — YoMb)



UFPE - CIn - Matematica Discreta - if670
Teorema Chinés do Resto

@ X =ay+mYoas —myYoa; + mmez
@ x=ay(1—MYa)+ M>Yoa, mod m
@ Precisamos agora apenas provar que
(1 — M2Y2) = M; Yy (mod m) para chegar a
x =aiMy Yy + asMs Yo (mod m)
@ (3.1) nos diz que
YiM; =1 (mod m1) — m1\(1 - Y1M1) (61)
@ (3.2) nos diz que
YoMo = 1 (mOd mg) — m2|(1 — YQMQ) (62)
@ Portantotemos my - mp = (1 — YiMy) - (1 — YoMb)
em-ci=1—-M2Y2 — MYy + MiMo Y, Yo veja: MiMs = m
eseja YiYo = co.
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@ X =ay+mYoas —myYoa; + mmez
@ x=ay(1—MYa)+ M>Yoa, mod m
@ Precisamos agora apenas provar que
(1 — M2Y2) = M; Yy (mod m) para chegar a
x =aiMy Yy + asMs Yo (mod m)
@ (3.1) nos diz que
YiM; =1 (mod m1) — m1\(1 - Y1M1) (61)
@ (3.2) nos diz que
YoMo = 1 (mOd mg) — m2|(1 — YQMQ) (62)
@ Portantotemos my - mp = (1 — YiMy) - (1 — YoMb)
em-ci=1—-M2Y2 — MYy + MiMo Y, Yo veja: MiMs = m
eseja YiYo = co.
@ mcy — mco =1 —M2Y2—M1Y1
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@ X =ay+mYoas —myYoa; + mmez

@ x=ay(1—MYa)+ M>Yoa, mod m

@ Precisamos agora apenas provar que
(1 — M2Y2) = M; Yy (mod m) para chegar a
X=aMYi+aMYs (mod m)

@ (3.1) nos diz que
YiM; =1 (mod m1) — m1\(1 - Y1M1) (61)

@ (3.2) nos diz que
YgMg =1 (mod mg) — m2|(1 — YQMQ) (62)
@ Portantotemos my - mp = (1 — YiM;) - (1 — YoMp)
em-ci=1—-M2Y2 — MYy + MiMo Y, Yo veja: MiMs = m
eseja YiYo = co.
@ mcy — mco =1 —M2Y2—M1Y1
e MYy =1— MY+ mc, — mey
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@ X =ay+mYoas —myYoa; + mmez
@ x=ay(1—MYa)+ M>Yoa, mod m
@ Precisamos agora apenas provar que
(1 — M2Y2) = M; Yy (mod m) para chegar a
X=aMYi+aMYs (mod m)
@ (3.1) nos diz que
YiM; =1 (mod m1) — m1\(1 - Y1M1) (61)
@ (3.2) nos diz que
YoMo = 1 (mOd mg) — m2|(1 — YQMQ) (62)
@ Portantotemos my - mp = (1 — YiMy) - (1 — YoMb)
em-ci=1—-M2Y2 — MYy + MiMo Y, Yo veja: MiMs = m
eseja YiYo = co.
@ mcy — mco =1 —M2Y2—M1Y1
e MYy =1— MY+ mc, — mey
e MiYi =1-M2Y2+ m- ¢, considerando ¢, — ¢y = C
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X=ay+mYoar —miYoa; + mmoz

X = 31(1 — MQYQ) + Mo Ysa, mod m

Precisamos agora apenas provar que

(1 — M2Y2) = M; Yy (mod m) para chegar a
X=aMYi+aMYs (mod m)

(3.1) nos diz que

YiM; =1 (mod m1) — m1\(1 - Y1M1) (61)

(3.2) nos diz que

YoMo = 1 (mOd mg) — m2|(1 — YQMQ) (62)

Portanto temos my - mo = (1 — YiMy) - (1 — YoMb)
m-ci=1—-—M2Y2 — MYy + MiM> Y, Ys veja: MiM> = m
eseja YiYo = co.

mecy —mes=1—MYo — M Yy

MYy =1 - MoYs + mc, — mey

MYy =1—-M2Y2 + m- ¢, considerando ¢, — ¢y = C
LOgO MiYi=1-MY, (mod m)
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Aritmética com nimeros grandes

@ Suponha que my, mo, ... my, s@o inteiros primos entre si
maiores ou iguais a 2.

@ Como consequéncia do teorema Chinés do resto, é
possivel provar que um inteiro a com 0 < a < m pode ser
unicamente representado pela n-tupla:

@ (amod my, amod mo,..., mod mp,)

Exemplo Os pares usados para representar os inteiros nao
negativos menores que 12, onde o primeiro componente
do par é o resto da divisdo por 3 e 0 segundo € o resto da
divisdo por 4 sao:

10/21
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Aritmética com nimeros grandes

@ Suponha que my, mo, ... my, s@o inteiros primos entre si
maiores ou iguais a 2.

@ Como consequéncia do teorema Chinés do resto, é
possivel provar que um inteiro a com 0 < a < m pode ser
unicamente representado pela n-tupla:

@ (amod my, amod mo,..., mod mp,)

Exemplo Os pares usados para representar os inteiros nao
negativos menores que 12, onde o primeiro componente
do par é o resto da divisdo por 3 e 0 segundo € o resto da
divisdo por 4 sao:

©0=(0,00 1=(1,1) 2=(2,2) 3=(0,3)
©4=(1,0) 5=(2,1) 6=(0,2) 7=(1,3)
©8=(2,00 9=(0,1) 10=(1,2) 11=(2,3)

10/21
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Aritmética com nimeros grandes

@ Para realizar aritmética com inteiros grandes, escolhemos
moédulos my, mo, ..., mp, onde cada m; € um inteiro maior
que 2e mdc(m;, m;j) =1,parai#jem=my.mp....Mmpé
maior do que o resultado da operacao aritmética que
queremos realizar.

@ Podemos entao realizar as operagdes aritméticas sobre os
componentes correspondentes das n-tuplas de restos.

@ Em seguida, recuperamos o resultado da operagéao
resolvendo o sistema de n congruéncias.

Exemplo No exemplo anterior representamos 5 =(2,1) e 1 =(1,1);
calculamos 5 + 1 da seguinte maneira:
(2,1)+(1,1) = (3 mod 3, 2 mod 4) = (0, 2).
@ Como encontramos que numero é representado por (0,2)?

11/21
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Aritmética com nimeros grandes

@ Para realizar aritmética com inteiros grandes, escolhemos
moédulos my, mo, ..., mp, onde cada m; € um inteiro maior
que 2e mdc(m;, m;j) =1,parai#jem=my.mp....Mmpé
maior do que o resultado da operacao aritmética que
queremos realizar.

@ Podemos entao realizar as operagdes aritméticas sobre os
componentes correspondentes das n-tuplas de restos.

@ Em seguida, recuperamos o resultado da operagéao
resolvendo o sistema de n congruéncias.

Exemplo No exemplo anterior representamos 5 =(2,1) e 1 =(1,1);
calculamos 5 + 1 da seguinte maneira:
(2,1)+(1,1) = (3 mod 3, 2 mod 4) = (0, 2).
@ Como encontramos que numero é representado por (0,2)?
@ Solucionando o sistema x =0 (mod 3) , x =2 (mod 4).
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Aritmética com nimeros grandes

@ Para realizar aritmética com inteiros grandes, escolhemos
moédulos my, mo, ..., mp, onde cada m; € um inteiro maior
que 2e mdc(m;, m;j) =1,parai#jem=my.mp....Mmpé
maior do que o resultado da operacao aritmética que
queremos realizar.

@ Podemos entao realizar as operagdes aritméticas sobre os
componentes correspondentes das n-tuplas de restos.

@ Em seguida, recuperamos o resultado da operagéao
resolvendo o sistema de n congruéncias.

Exemplo No exemplo anterior representamos 5 =(2,1) e 1 =(1,1);
calculamos 5 + 1 da seguinte maneira:
(2,1)+(1,1) = (3 mod 3, 2 mod 4) = (0, 2).

@ Como encontramos que numero é representado por (0,2)?

@ Solucionando o sistema x =0 (mod 3) , x =2 (mod 4).

@ x =6(mod 12)
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Aritmética com nimeros grandes

Vantagens do método

@ E possivel realizar aritmética com inteiros maiores do que
a capacidade de um determinado computador;

12/21



UFPE - CIn - Matematica Discreta - if670

Aritmética com nimeros grandes

Vantagens do método

@ E possivel realizar aritmética com inteiros maiores do que
a capacidade de um determinado computador;

@ as computacdes entre os diferentes componentes das
tuplas podem ser realizadas em paralelo.
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Aritmética com nimeros grandes

Mais um exemplo

@ O numeros 99, 98,97 e 95 sdo primos entre si.
@ O resultado de 99.98.97.95 é 89.403.930.
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Aritmética com nimeros grandes

Mais um exemplo

@ O numeros 99, 98,97 e 95 sdo primos entre si.

@ O resultado de 99.98.97.95 é 89.403.930.

@ Usando os resultados que acabamos de aprender,
podemos realizar aritmética com nimeros menores que
89.403.930, operando sobre niumeros menores que 100.

@ 123684 = (33,8,9,89) e 413456 = (32,92,42,16)

@ A soma deses numeros €
(65 mod 99,100 mod 98,51 mod 97.105 mod 95)
= (65,2,51,10)

@ Solucionando o sistema de congruéncias a Unica solucao
menor que 89.403.930 € 537.140. Esse € o unico
momento onde € feita aritmética com inteiros maiores que
100.
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Teste de primalidade

@ Algoritmo de divisdo baseado no seguinte ressultado:

Teorema

Se n é um numero composto, entdo n possui um divisor primo
menor ou igual a /n
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Teste de primalidade

@ Algoritmo de divisdo baseado no seguinte ressultado:

Teorema

Se n é um numero composto, entdo n possui um divisor primo
menor ou igual a /n

@ Crivo de Erasto6tenes (ou divisao por tentativa): lista-se
todos os numeros impares de 3 a n. Selecionamos o
primeiro numero da lista (3) e cortamos todos os seus
multiplos, emguida fazemos 0 mesmo para o préximo
namero e assim pordiante. Todos 0s humeros nao
cortados sao primos.

14/21



UFPE - CIn - Matematica Discreta - if670
Teste de primalidade

@ Algoritmo de divisdo baseado no seguinte ressultado:

Teorema

Se n é um numero composto, entdo n possui um divisor primo
menor ou igual a /n

@ Crivo de Erasto6tenes (ou divisao por tentativa): lista-se
todos os numeros impares de 3 a n. Selecionamos o
primeiro numero da lista (3) e cortamos todos os seus
multiplos, emguida fazemos 0 mesmo para o préximo
namero e assim pordiante. Todos 0s humeros nao
cortados sao primos.

@ Teste de Lucas-Lehmer: teste bastante eficiente usado
para os primos Mersenne, que sdo da forma 2P — 1, onde
p também é um primo. Atualmente os maiores primos
conhecidos sédo primos Mersenne, por causa desse teste.
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Teste de primalidade

@ Teste de Miller-Rabin: teste probabilistico baseado no
pequeno teorema de Fermat.
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Teste de primalidade

@ Teste de Miller-Rabin: teste probabilistico baseado no
pequeno teorema de Fermat.

@ Teste de primalidade AKS (Agrawal-Kayal-Saxena):
algoritmo deterministico em tempo polinomial. Resultado
publicado por cientistas indianos Manindra Agrawal,
Neeraj Kayal e Nitin Saxena em 06 de Agosto de 2002.
Pimes is P.

e Receberam o prémio Gddel de 2006.
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Teste de primalidade

Teorema (O pequeno teorema de Fermat)

Se p é primo e a a é um inteiro n&o divisivel por p, entao
a”~' =1 (mod p). Além disso, para todo inteiro a nés temos
que a° = a (mod p).

@ Como consequéncia desse teorema, temos um método
eficiente para o teste de primalidade.
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Teste de primalidade

Teorema (O pequeno teorema de Fermat)

Se p é primo e a a é um inteiro n&o divisivel por p, entao
a”~' =1 (mod p). Além disso, para todo inteiro a nés temos
que a° = a (mod p).

@ Como consequéncia desse teorema, temos um método
eficiente para o teste de primalidade.

@ Entretanto, existem niumeros compostos de forma que
n| 2" — 1. Esses numeros s&o chamados de
pseudoprimos.
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Teste de primalidade

Teorema (O pequeno teorema de Fermat)

Se p é primo e a a é um inteiro n&o divisivel por p, entao
a”~' =1 (mod p). Além disso, para todo inteiro a nés temos
que a° = a (mod p).

@ Como consequéncia desse teorema, temos um método
eficiente para o teste de primalidade.

@ Entretanto, existem niumeros compostos de forma que
n| 2" — 1. Esses numeros s&o chamados de
pseudoprimos.

O inteiro 341 é um pseudoprimo pois 341 | 2340 — 1

@ Mas, felizmente os pseudoprimos séo relativamente raros.
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Teste de primalidade

Teorema (O pequeno teorema de Fermat)

Se p é primo e a a é um inteiro n&o divisivel por p, entao
a”~' =1 (mod p). Além disso, para todo inteiro a nés temos
que a° = a (mod p).

@ Como consequéncia desse teorema, temos um método
eficiente para o teste de primalidade.

@ Entretanto, existem niumeros compostos de forma que
n| 2" — 1. Esses numeros s&o chamados de
pseudoprimos.

O inteiro 341 é um pseudoprimo pois 341 | 2340 — 1

@ Mas, felizmente os pseudoprimos séo relativamente raros.
@ Atualmente usa-se o teste probabilistico de

primalidade, baseado nesse teorema.
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Criptografia de chave pubica

O sistema RSA

@ Criposistema de chave publica

@ 1976, trés pesquisadores do M. I. T: Ron Rivest, Adi
Shamir e Len Adleman

@ Baseado em exponecia¢cao modular, médulo o produto de
dois primos.

@ A chave de encriptacdo baseada no médulo de n=p- g,
onde p e g sdo primos grandes; € em um expoente e, que
é primo entre sicom (p—1) - (g —1).

@ Para encontrar os dois primos grandes € usado o teste de
primalidade probabilistico.
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Criptografia de chave pubica

Encriptacao

@ As mensagens sao traduzidas em sequéncias de inteiros.
E subdivida em blocos de inteiros.
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Criptografia de chave pubica

Encriptacao

@ As mensagens sao traduzidas em sequéncias de inteiros.
E subdivida em blocos de inteiros.

@ O sistema transforma a cada bloco de inteiros M (que
juntos representam o texto original) para uma mensagem
C, que representa o texto cifrado ou a mensagem
encriptada, usando a seguinte fungao:

e C=M°modn
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Criptografia de chave pubica

Exemplo de encriptacdo RSA

@ Seja a mensagem original a palavra STOP, onde p =43 e
q =59; e e = 13.Dessa forma, n = 2537.

@ E possivel observar também que o mdc de e e
(p—1)-(g—1)é1.
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Criptografia de chave pubica

Exemplo de encriptacdo RSA

@ Seja a mensagem original a palavra STOP, onde p =43 e
q =59; e e = 13.Dessa forma, n = 2537.

@ E possivel observar também que o mdc de e e
(p—1)-(g—1)é1.

@ Aa letras da palavra STOP sé&o transformadas em
numeros usando por exemplo, a sua posigao no alfabeto:

e 18191415
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Criptografia de chave pubica

Exemplo de encriptacdo RSA

@ Seja a mensagem original a palavra STOP, onde p =43 e
q =59; e e = 13.Dessa forma, n = 2537.

@ E possivel observar também que o mdc de e e
(p—1)-(g—1)é1.

@ Aa letras da palavra STOP sé&o transformadas em
numeros usando por exemplo, a sua posigao no alfabeto:

e 18191415

@ Cada bloco é encriptado usando a fungao C = M'3 mod
2537.
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Criptografia de chave pubica

Exemplo de encriptacdo RSA

@ Seja a mensagem original a palavra STOP, onde p =43 e
q =59; e e = 13.Dessa forma, n = 2537.

@ E possivel observar também que o mdc de e e
(p—1)-(g—1)é1.

@ Aa letras da palavra STOP sé&o transformadas em
numeros usando por exemplo, a sua posigao no alfabeto:

e 18191415

@ Cada bloco é encriptado usando a fungao C = M'3 mod
2537.

@ Rapidamente é possivel calcular 181913 mod
2537 = 2081 e 1415'3 mod 2537 = 2182.
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Criptografia de chave pubica

Exemplo de encriptacdo RSA

@ Seja a mensagem original a palavra STOP, onde p =43 e
q =59; e e = 13.Dessa forma, n = 2537.

@ E possivel observar também que o mdc de e e
(p—1)-(g—1)é1.

@ Aa letras da palavra STOP sé&o transformadas em
numeros usando por exemplo, a sua posigao no alfabeto:

e 18191415

@ Cada bloco é encriptado usando a fungao C = M'3 mod
2537.

@ Rapidamente é possivel calcular 181913 mod
2537 = 2081 e 1415'3 mod 2537 = 2182.

@ A mensagem encriptada € 2081 2182.
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Criptografia de chave pubica

Decriptacao RSA

@ O texto original pode ser recuperado usando a chave de
decriptacao d, que é um inverso de e modulo
(p—1)-(g—1). Esse inverso sempre existe?
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Criptografia de chave pubica

Decriptacao RSA

@ O texto original pode ser recuperado usando a chave de
decriptacao d, que é um inverso de e modulo
(p—1)-(g—1). Esse inverso sempre existe?

@ed-e=1(mod ((p—1)-(g—1)). Logo existe um inteiro k
deformaqued-e=1+k-(p—1)-(q—1). Logo:
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Criptografia de chave pubica

Decriptacao RSA

@ O texto original pode ser recuperado usando a chave de
decriptacao d, que é um inverso de e modulo
(p—1)-(g—1). Esse inverso sempre existe?

@ed-e=1(mod ((p—1)-(g—1)). Logo existe um inteiro k
deformaqued-e=1+k-(p—1)-(q—1). Logo:

P Cd (Me)d Mde — M1+k(p 1)(g—1)
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Criptografia de chave pubica

Decriptacao RSA

@ O texto original pode ser recuperado usando a chave de
decriptacao d, que é um inverso de e modulo
(p—1)-(g—1). Esse inverso sempre existe?

@ed-e=1(mod ((p—1)-(g—1)). Logo existe um inteiro k
deformaqued-e=1+k-(p—1)-(q—1). Logo:

e CY= (Me)d Mde — pp1+k(p—1)(g-1)

@ Pelo pequeno teorema de Fermat e assumindo que

mdc(M,p) = mdc(M,q) = 1 (0 que sempre ocorre, com

rarissimas excecoes), tem-se que:

MP~1 =1 (mod p) e M3~ =1 (mod q). Logo:

Cl=M. (MP-)ka-1) = M. 1= M( mod p)

e Cl=M.(MI-N)k(p-1) = M .1 = M( mod q)

Comoomdcdepeqgé1,epelo TCR, temos que C? =M

mod pq)
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Criptografia de chave pubica

Exemplo de decriptacao

@ Recebendo a mensagem 0981 0461, que foi encriptada do
mesmo modo do exemplo anterior. Ou seja,
n=43-59 = 2537 e expoente e = 13
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Criptografia de chave pubica

Exemplo de decriptacao

@ Recebendo a mensagem 0981 0461, que foi encriptada do
mesmo modo do exemplo anterior. Ou seja,
n=43-59 = 2537 e expoente e = 13

@ Primeiro passo é calcular d, o inverso de 13 médulo
42 .58 = 2436.
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Criptografia de chave pubica

Exemplo de decriptacao

@ Recebendo a mensagem 0981 0461, que foi encriptada do
mesmo modo do exemplo anterior. Ou seja,
n=43-59 = 2537 e expoente e = 13

@ Primeiro passo é calcular d, o inverso de 13 médulo
42 -58 = 2436.

@ Para decriptar um bloco C de mensagem é preciso
computar C%7 mod 2537
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Criptografia de chave pubica

Exemplo de decriptacao

@ Recebendo a mensagem 0981 0461, que foi encriptada do
mesmo modo do exemplo anterior. Ou seja,
n=43-59 = 2537 e expoente e = 13

@ Primeiro passo é calcular d, o inverso de 13 médulo
42 .58 = 2436.

@ Para decriptar um bloco C de mensagem é preciso
computar C%7 mod 2537

@ 09819 mod 2537 = 0704 e 04619 mod 2537 = 115
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Criptografia de chave pubica

Exemplo de decriptacao

@ Recebendo a mensagem 0981 0461, que foi encriptada do
mesmo modo do exemplo anterior. Ou seja,
n=43-59 = 2537 e expoente e = 13

@ Primeiro passo é calcular d, o inverso de 13 médulo
42 .58 = 2436.

@ Para decriptar um bloco C de mensagem é preciso
computar C%7 mod 2537

@ 0981937 mod 2537 = 0704 e 0461%3” mod 2537 = 115
@ A mensagem numerica € 0704 1115.
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Criptografia de chave pubica

Exemplo de decriptacao

@ Recebendo a mensagem 0981 0461, que foi encriptada do
mesmo modo do exemplo anterior. Ou seja,
n=43-59 = 2537 e expoente e = 13

@ Primeiro passo é calcular d, o inverso de 13 médulo
42 .58 = 2436.

@ Para decriptar um bloco C de mensagem é preciso
computar C%7 mod 2537

@ 0981937 mod 2537 = 0704 e 0461%3” mod 2537 = 115
@ A mensagem numerica € 0704 1115.
@ o texto original é HELP
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