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Introdugao

Motivacao

@ Criptografia
@ Seguranca
@ Complexidade de Algoritmos
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Introdugao

Divisibilidade de inteiros

@ Sejam a e b dois inteiros. Dizemos que a divide b, ou a é
um divisor de b, ou b é um mdltiplo de a, se existe um
inteiro m tal que b = am.

@ Notacao: alb
@ Se anado éumdivisorde b: at b
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Introdugao

Divisibilidade de inteiros

Teorema (O algoritmo da divisao)

Sejam a um inteiro e d um inteiro positivo. Entao existem
inteiros unicos q e r, com0 < r < d, de forma que a= dq + r.

@ d é chamado divisor;

@ aé chamado dividendo;
@ g é chamado quociente;
@ e r é chamado de resto.
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Exemplo

@ Qual o quociente e o resto quando —11 é dividido por 3?
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@ Qual o quociente e o resto quando —11 é dividido por 3?
@ Temos que —11 = 3(—4) + 1.
@ Portanto, o quociente é —4 e o resto é 1.
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Introdugao

Exemplo

@ Qual o quociente e o resto quando —11 é dividido por 3?
@ Temos que —11 = 3(—4) + 1.
@ Portanto, o quociente é —4 e o resto é 1.

@ Poderiamos responder que o resto seria —2 e 0 quociente
—3. Pois —11 = 3(—3) — 2. Mas, o resto néo pode ser
negativo. no exemplo, deve ser um inteiro entre 0 e 2.
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Introdugao

Exercicios

1 Prove que

a) se a|b e b|c entdo alc;

b) se albe alcentdo alb+ ce alb—c;
c) seab>0ealbentdo a< b;

d) se albe blaentdo a=bou a= —b.

2 Seja r o resto da divisdo b : a. Assuma que cla e c|b.
Prove que c|r.
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Primos

Definicao

Um inteiro p > 1 é chamado um numero primo se ele ndo é
divisivel por qualquer inteiro diferente de 1, —1,p e —p.

@ Uma outra maneira de dizer isso é que um inteirop > 1 é
um primo se ele ndo pode ser escrito como o produto de
dois inteiros positivos menores que ele.
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Primos

Definicao

Um inteiro n > 1 que nao é um primo é chamado composto.

@ E ondmero 1?
@ E considerado nem primo, nem composto.

@ Os primos podem ser considerados os atomos da
matematica.

@ Eles tém fascinado as pessoas desde os tempos antigos.
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buracos? Existe um nimero primo com um numero dado
qualquer de digitos?
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Primos

Algumas questoes sobre os primos

@ Sera que existe uma quantidade infinita de tais nimeros?
@ Os gregos antigos provaram que sim.

@ A sequéncia de primos é razoavelmente suave, mas ela
tem buracos e focos densos. Quao grande sao tais
buracos? Existe um nimero primo com um numero dado
qualquer de digitos?

@ Sim, isso foi respondido em meados do século XIX.
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Primos

Teste de primalidade

@ Como vocé decide sobre se um inteiro positivo n € primo?
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Primos

Teste de primalidade

@ Como vocé decide sobre se um inteiro positivo n € primo?

@ Faz apenas 20 anos que algoritmos muito mais eficientes
existem para testar se um dado inteiro € um primo.

10/26
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Primos

@ Se um inteiro maior que 1 n&o é ele proprio um primo,
entdo ele pode ser escrito como um produto de primos.
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Primos

@ Se um inteiro maior que 1 n&o é ele proprio um primo,
entdo ele pode ser escrito como um produto de primos.

@ podemos escrevé-lo como um produto de dois inteiros
positivos menores que ele; se um desses ndo é um primo,
escrevemo-lo como o produto de dois inteiros menores
que ele etc.;
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Primos

@ Se um inteiro maior que 1 n&o é ele proprio um primo,
entdo ele pode ser escrito como um produto de primos.

@ podemos escrevé-lo como um produto de dois inteiros
positivos menores que ele; se um desses ndo é um primo,
escrevemo-lo como o produto de dois inteiros menores
que ele etc.;

@ isso termina somente com primos. Fato provado tem mais
de 2000 anos pelos gregos e é conhecido pelo seguinte
teorema:

Teorema (Teorema Fundamental da Aritmética)

Todo inteiro positivo pode ser escrito como o produto de
primos, e essa fatoragao é unica a menos da ordem dos
fatores primos.

11/26
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Primos

Aplique o teorema fundamental da aritmética para provar que
\V/2 é irracional.

Prova: por contradigéo.
@ Supomos que V2 é racional.
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Primos

Aplique o teorema fundamental da aritmética para provar que
\V/2 é irracional.

Prova: por contradigéo.
@ Supomos que V2 é racional.
@ Logo, V2 = 2,onde a e b séo dois inteiros.

© Elevando ao quadrado ambos os lados e rearrumando,
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Primos

Aplique o teorema fundamental da aritmética para provar que
\V/2 é irracional.

Prova: por contradigéo.
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Supomos que /2 é racional.

Logo, V2 = g, onde a e b sao dois inteiros.

Elevando ao quadrado ambos os lados e rearrumando,
obtemos 2b° = &°.

Agora considere a fatoragéo prima de ambos os lados,
suponha que 2 ocorra m vezes na fatoragdo prima de ae
n vezes na fatoracao prima de b.
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Supomos que /2 é racional.

Logo, V2 = g, onde a e b sao dois inteiros.

Elevando ao quadrado ambos os lados e rearrumando,
obtemos 2b° = &°.

Agora considere a fatoragéo prima de ambos os lados,
suponha que 2 ocorra m vezes na fatoragdo prima de ae
n vezes na fatoracao prima de b.

Entao ele ocorre 2m vezes na fatoracdo prima de & e 2n
vezes na fatoracdo prima de b?.
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Primos

Aplique o teorema fundamental da aritmética para provar que
\V/2 é irracional.

Prova: por contradicao.

Supomos que /2 é racional.

Logo, V2 = g, onde a e b sao dois inteiros.

Elevando ao quadrado ambos os lados e rearrumando,
obtemos 2b° = &°.

Agora considere a fatoragéo prima de ambos os lados,
suponha que 2 ocorra m vezes na fatoragdo prima de ae
n vezes na fatoracao prima de b.

Entao ele ocorre 2m vezes na fatoracdo prima de & e 2n
vezes na fatoracdo prima de b?.

Como 2b? = &°, e a fatoragéo prima é Unica, temos que
ter 2n+ 1 = 2m. Uma contradicdo. Isso prova que v/2 tem
que ser irracional.

© 000

© ©
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Primos

Exercicios

@ Prove que se p é um primo, a e b sao inteiros, e p|ab,
entdo p|a ou p|b (ou ambos).

@ Suponha que a e b sejam inteiros e alb. Suponha também
que p € um primo e p|b mas p t a. Prove que p € um
divisor da fragéo b/a.

© Prove que a fatoragédo prima de um niimero n contém no
maximo log, n fatores.
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Primos

Respostas

1) Prove que se p € um primo, a e b séo inteiros, e p|ab,
entdo pla ou p|b (ou ambos).
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Primos

Respostas

1) Prove que se p € um primo, a e b séo inteiros, e p|ab,
entdo pla ou p|b (ou ambos).

Resp. p ocorre na fatoragéo prima de a.b, logo ele deve ocorrer
na fatoracao prima de a ou de b, ou de ambos.

2) Suponha que a e b sejam inteiros e a|b. Suponha também
que p é um primo e p|b mas p { a. Prove que p € um
divisor da fragao b/ a.

Resp. Como b = a.(b/a), e p|b, entdo p|a ou p|(b/a), como
p+ta,logo pl(b/a).

14/26
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Primos

3) Prove que a fatoragdo prima de um numero n contém no
maximo log, n fatores.
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Primos

3) Prove que a fatoragdo prima de um numero n contém no
maximo log, n fatores.
Resp. Seja a fatoragao prima de nigual a p1.p> . .. px; temos que
cada p; € menor ou igual a 2, logo n > 2k, entao
log, n > log, 2% — log, n > k — k < log, n, onde k ¢ a
quantidade de fatores de n.
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Primos

Teorema

Se n é um numero composto, entdo n possui um divisor primo
menor ou igual a /n

@ Se né composto, entdo ele possui um fator a, 1 < a < n.
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Primos

Teorema

Se n é um numero composto, entdo n possui um divisor primo
menor ou igual a /n

@ Se né composto, entdo ele possui um fator a, 1 < a < n.

@ Logo, n = ab, onde ambos a e b sdo inteiros positivos
maiores que 1.

© Temos que a < v/nou b < +/n, pois sendo teriamos

ab > v/n.y/n.
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Primos

Teorema

Se n é um numero composto, entdo n possui um divisor primo
menor ou igual a /n

@ Se né composto, entdo ele possui um fator a, 1 < a < n.
@ Logo, n = ab, onde ambos a e b sdo inteiros positivos
maiores que 1.
© Temos que a < v/nou b < +/n, pois sendo teriamos
ab > v/n.y/n.

© Logo, n possui um divisor positivo que ndo é maior que

Vn.
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Primos

Teorema

Se n é um numero composto, entdo n possui um divisor primo
menor ou igual a /n

© ©6 0 00

Se n é composto, entdo ele possui um fator a, 1 < a < n.
Logo, n = ab, onde ambos a e b sdo inteiros positivos
maiores que 1.

Temos que a < v/nou b < /n, pois sendo teriamos
ab > v/n.y/n.
Logo, n possui um divisor positivo que ndo € maior que

Vn.

Esse divisor ou € um primo ou pelo teorema fundamental
da aritmética, posui um divisor primo. Em qualquer dos
casos, n possui um divisor primo menor ou igual a v/n

16/26
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Primos

Mostre que 101 é primo.

@ O Unicos primos menores ou iguais a v101 sd02,3,5¢e 7.
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Primos

Mostre que 101 é primo.

@ O Unicos primos menores ou iguais a v101 sd02,3,5¢e 7.

@ Como 101 nao é divisivel por 2, 3,5 e nem 7, logo 101 €
primo

17/26
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Alguns resultados sobre os nimeros primos

Teorema

Existe uma quantidade infinita de numeros primos.

Idéia da prova: Vamos mostrar que para todo inteiro positivo
n, existe um ndmero primo maior que n. A prova sera por
contradi¢gdo. Considere o numero n! 4+ 1, e qualquer divisor
primo p dele. Mostraremos que p > n. A prova sera por
contradigao.

@ Considere o nimero n! + 1, e qualquer divisor primo p
dele.

18/26
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Alguns resultados sobre os nimeros primos

Teorema

Existe uma quantidade infinita de numeros primos.

Idéia da prova: Vamos mostrar que para todo inteiro positivo
n, existe um ndmero primo maior que n. A prova sera por
contradi¢gdo. Considere o numero n! 4+ 1, e qualquer divisor
primo p dele. Mostraremos que p > n. A prova sera por
contradigao.

@ Considere o numero n! + 1, e qualquer divisor primo p
dele.

Suponha que p < n, logo p|n!, pois ele € um dos inteiros
cujo produto é n!.

De 1, temos que p|n! + 1.

Se p|n! e p|n! + 1 enté@o p|(n! + 1) — n!, isso significa que
p|1, temos uma contradicdo. Consequentemente, p tem
que ser maior que n.

©0 ©
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Alguns resultados sobre os nimeros primos

@ Vimos que a seqliéncia de primos aprsenta uma certa
irregularidade. Vemos grandes “lacunas” e também primos
que sao muito proximos.

19/26
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Alguns resultados sobre os nimeros primos

@ Vimos que a seqliéncia de primos aprsenta uma certa
irregularidade. Vemos grandes “lacunas” e também primos
que sao muito proximos.

@ Vamos provar que esas “lacunas” ficam cada vez maiores
quando consideramos numeros cada vez maiores. Em
algum lugar da sequéncia existe uma cadeia de 100
nuameros compostos consecutivos, em outro lugar existe
uma cadeia de 1000 nimeros compostos consecutivos,
etc.

Teorema

Para todo inteiro positivo k , existem k inteiros compostos
consecutivos.
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Alguns resultados sobre os nimeros primos

Prova

@ Seja n= k + 1 e considere 0s nUmeros
n+2 n+3, ....,n+n
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Prova

@ Seja n= k + 1 e considere 0s nUmeros
n+2 n+3, ....,n+n
@ Algum desses pode ser um primo?
@ 0 primeiro numero é par, pois n! e 2 sdo ambos pares
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Alguns resultados sobre os nimeros primos

Prova

@ Seja n= k + 1 e considere 0s nUmeros
n+2 n+3, ....,n+n
@ Algum desses pode ser um primo?
@ 0 primeiro numero é par, pois n! e 2 sdo ambos pares

@ O segundo numero é divisivel por 3, pois n! e 3 sdo ambos
divisiveis por 3 (assumindo que n > 2).
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Alguns resultados sobre os nimeros primos

Prova

@ Seja n= k + 1 e considere os numeros
n+2 n+3, ....,n+n
@ Algum desses pode ser um primo?
@ 0 primeiro numero € par, pois n! e 2 sdo ambos pares

@ O segundo numero é divisivel por 3, pois n! e 3 sdo ambos
divisiveis por 3 (assumindo que n > 2).

@ Em geral n! + i é divisivel por i, paratodoi=2,3,...,n.
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Alguns resultados sobre os nimeros primos

Prova

@ Seja n= k + 1 e considere os numeros
n+2 n+3, ....,n+n
@ Algum desses pode ser um primo?
@ 0 primeiro numero € par, pois n! e 2 sdo ambos pares

@ O segundo numero é divisivel por 3, pois n! e 3 sdo ambos
divisiveis por 3 (assumindo que n > 2).

@ Em geral n! + i é divisivel por i, paratodoi=2,3,...,n.

@ Dai esses numeros ndo podem ser primos, e portanto
encontramos n — 1 = k nUmeros compostos consecutivos.
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Alguns resultados sobre os nimeros primos

E a questao de encontrar primos muito proximos?

Definigéo (primos gémeos)
Dois primos cuja a diferenga é dois sdo chamados de numeros
primos gémeos.

(3,5), (5,7), (11,13)

@ Sera que existe uma quantidade infinita de primos
gémeos?
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Alguns resultados sobre os nimeros primos

E a questao de encontrar primos muito proximos?

Definigéo (primos gémeos)
Dois primos cuja a diferenga é dois sdo chamados de numeros
primos gémeos.

(3,5), (5,7), (11,13)

@ Sera que existe uma quantidade infinita de primos
gémeos?
@ Questao em aberto.
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Alguns resultados sobre os nimeros primos

@ Uma das questbes mais importantes sobre primos é:
quantos primos existem até um dado namero n?

@ Se representarmos o nimero de primos até n por =(n), o
seguinte teorema responde essa questao.

Teorema (O teorema do numero primo)

Suponha que w(n) represente a quantidade de primos entre
1...n. Entdo =(n) é aproximadamente igual a n/Inn.

@ Em 1896, esse teorema foi provado por dois matematicos,
Hadamard e de la Vallée Poussin.
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Alguns resultados sobre os nimeros primos

Mais questoes em aberto

@ Conjectura de Goldbach: todo inteiro par maior que 2 pode
ser escrito como a soma de dois primos.
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Alguns resultados sobre os nimeros primos

Mais questoes em aberto

@ Conjectura de Goldbach: todo inteiro par maior que 2 pode
ser escrito como a soma de dois primos.

@ Outra conjectura de Goldbach, que foi “essencialmente”
provada, pois a prova somente funciona para numeros que
sao muito grandes, é a seguinte: todo inteiro impar maior
que 5 pode ser escrito como a soma de trés primos.
(essencialmente provada por Vinogradov na década de

1930).
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Alguns resultados sobre os nimeros primos

Mais questoes

@ Suponha que temos um inteiro n e queremos saber quao
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breve ap6s n podemos ter certeza de encontrar um primo.

@ Vimos na prova da infinitude de primos que para todo n,
existe um primo entre ne n! + 1.

@ Esse é um enunciado muito fraco; ele diz, por exemplo,
que existe um primo entre 10 e 10! + 1 = 3628801.
Enquanto que o préximo primo € 11.

@ Chebychev provou no século XIX que existe sempre um
primo entre ne 2n.
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@ Também se tem uma prova de que existe sempre um
primo entre dois cubos consecutivos. Exemplo entre
27 =33 e 64 = 43,

Aberto Existe sempre um primo entre dois quadrados
consecutivos?

@ Por exemplo entre 100 = 10% e 121 = 112 encontramos
101, 103, 107, 109, 113.
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@ Mais tarde, volteremos a falar sobre primos,
pseudoprimos, 0 pequeno teorema de Fermat, teste de
primalidade, etc. Mas, antes vamos estudar:

@ Aritmética modular: algoritmo de Euclides, teorema chinés
do resto, etc.
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