Notas sobre Conjuntos (2)
Anjolina Grisi de Oliveira

1 Operacoes com conjuntos

Definicao 1 (Uniao) Sejam A e B dois conjuntos arbitrdrios. A unido dos
conjuntos A e B, denotada por AUB, € o conjunto que contem aqueles elementos
que estao ou em A ou em B, ou em ambos.

e AUB: {x|x€ AVzxe B}.

Definigao 2 (Intersecao) Sejam A e B dois conjuntos arbitrdrios. A intersecao
dos conjuntos A e B, denotada por AN B, € o conjunto que contem aqueles ele-
mentos que estao em A e em B ao mesmo tempo.

e ANB: {x|xe€ ANz € B}.

Definigao 3 (Conjuntos disjuntos) Dois conjuntos sio chamados de disjun-
tos se a sua intersecao € vazia.

e Qual a cardinalidade de |A U B|?

e principio da inclusao-exclusao

Definigao 4 (Diferenga) Sejam A e B dois conjuntos arbitrdrios. A diferen¢a
entre A e B, denotada por A — B, € o conjunto que contem aqueles elementos
que estao em A mas nao estao em B. A diferenca de A e B também é chamada
de complemento de B em relagao a A.

e A-B={x|x€ AN z¢ B}

Defini¢ao 5 (Complemento) Seja U o conjunto universo. O complemento do
conjunto A, denotado por A ou por A’, € o complemento de A em relagdo a U.
Em outras palavras, o complemento do conjunto A ¢ U — A.

o A={x|x¢g A}



Identidades entre conjuntos

la. AUB=BUA 1b.ANB=BnNA (comutatividade)

2a. (AUB)UC =AU (BUC) 2b. ( ANB)NC=AN(BNC) (associatividade)

3a. AU(BNC)=(AUB)N(AUC) | 3b. AN(BUC)=(ANB)U(ANC) | (distributividade)

4a. AUD=A 4. ANU =A (identidade)
ba. AUU =U 50. AN =10 (dominagao)
6a. AUA =U 6b. ANA =10 (complemento)
6e. (A =A (complemento)
Ta. AUA=A . ANA=A (idempoténcia)
8a. (AUB) =A'NB 8. (ANB) =A"UB (De Morgan)

Tabela 1: Identidades Bésicas envolvendo conjuntos



Exemplo 1 Prove que ANB = AU B.

~

Suponha que x € AN B.

De 1 temos que x ¢ AN B.

De 2 temos que v ¢ A oux & B.

De 3 temos que x € A ou x € B. Consequentemente, x € AU B.
Provamos entdo que AN B C AU B.

Suponha que x € AU B.

De 6 temos que x € A ou x € B.

De 7 temos que v ¢ A oux & B.

De 8 temos que x € AN B. Consequentemente, x € AN B.
Provamos entao que AUB C AN B.

11. A partir de 5 e 10 provamos que AN B = AU B.
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Exemplo 2 Use as identidades entre conjuntos para provar que AU (BNC) =
(CUB)NA.
1. pela primeira lei de De Morgan inferimos AU (BNC) = AN (BNC).

2. = AN (BUCQ) (pela segunda lei de De Morgan,).
3. = (BUC)N A (pela comutatividade da intersecdo).
4. = (CUB)N A (pela comutatividade da unido)

Generalizando uniao e intersecao

e Os conceitos de uniao e intersecao entre conjuntos podem ser aplicados a
uma colecao de conjuntos. Nesse caso, a notagao utilizada é definida como
a seguir:

n
1. AiUAU...UA, = ] A; denota a unido dos conjuntos Ay, A, ..., A,.
i=1

n
2. AiNAynN...NA, = ﬂ A; denota a intersecao dos conjuntos Ay, As, ..., A,.
i=1

e Dessa forma, responda as seguintes questoes:

1. Seja A ={0,2,4,6,8}, B =1{0,1,2,3,4} e C ={0,3,6,9}. Quais
sao os conjuntos AUBUC e ANBNC?

2. Seja A; ={i, i+1, i+2,...}. Encontre | J A; e () A

=1 =1

3. Seja 4; = {1, 2, 3,..., i}. Encontre | J 4; e [ 4.

=1 =1



Exercicios

1. Determine se cada uma das sentencas abaixo é verdadeira ou falsa.

2. Suponha que A, B e C sao conjuntos tal que A C B e B C C. Mostre que
ACC.

3. Encontre um exemplo de dois conjuntos A e B de forma que A € B e
AC B.

4. Determine se cada um dos seguintes conjuntos é o conjunto das partes de
algum conjunto.

(a) 0

(b) {0,{a}}

(c) {0,{a},{0,a}}
(d) {0,{a},{b},{a,b}}

5. Encontre os conjuntos A e Bse A— B = {1,5,7,8}, B— A = {2,10}, e
AN B ={3,6,9}.

6. Prove que se A e B sdao conjuntos entdo A — B = AN B.

7. Sejam A, B e C conjuntos. Prove que:



10.

11.

12.

O que ¢é possivel afirmar sobre A e B em cada uma das sentencas abaixo,
supondo que cada sentenca é verdadeira:

(a) AUB=A
(b) A-B=A

. Voce pode concluir que A = B se A, B e C sao conjuntos e AUC = BUC?

A diferenca simétrica entre os conjuntos A e B, denotada por A® B, é
o conjunto que contém todos os elementos que estao em A ou estao em B,
mas nao em ambos. Com base nessa definicao, responda:

(a) Encontre a diferenca simétrica entre {1,3,5}e{1,2, 3}.

(

(¢) Mostre que A® B=(AUB)— (AN B).

(d) Mostre que se A é um subconjunto de um conjunto universal U, entao:
. AR A=10
i. A9U=A

)

b) Desenhe o diagrama de Venn para A ® B.
)
)

O sucessor de um conjunto A é o conjunto A U {A}. Encontre o sucessor
dos seguintes conjuntos:

(a) {1,2,3}
(b) {0}

Em certas situacoes, o ntumero de vezes que um determinado elemento
ocorre em uma colecao nao ordenada é relevante para o problema estu-
dado. Multiconjuntos sao colecoes nao ordenadas de elementos, onde
cada elemento pode ocorrer como membro mais de uma vez. A notacao
{my.a1,ms.az, ..., m,.a.} denota que no multiconjunto o elemento a; ocorre
my vezes, o elemento as ocorre msy vezes, e assim sucessivamente. Os
nimeros m; sao chamados de multiplicidades dos elementos a;, onde
1=1,2,... 7.

Sejam P e Q multiconjuntos. A unido de P e () é o multiconjunto onde a
multiplicidade de um elemento é o méximo de suas multiplicidades em P
e em (). A intersecio de P e () é o multiconjunto onde a multiplicidade
de cada elemento é o minimo das multiplicidades em P e ). A diferenca
entre P e () é o multiconjunto onde a multiplicidade de um elemento é a
multiplicidade do elemento em P menos sua multiplicidade em (), a nao ser
que a diferenca seja negativa, nesse caso a multiplicidade é zero. A soma
de P e () é o multiconjunto onde a multiplicidade de um elemento ¢é a soma
de suas multiplicidades em P e em ). A soma é denotada por +.

Com base nessas defini¢oes, pergunta-se:



(a) Sejam A e B os multiconjuntos {3.a,2.b,1.c} e {2.a,3.b,4.d}, respec-
tivamente. Encontre os multiconjuntos AUB, ANB, A— B, B— A
e A+ B.



