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Prefacio

Légica aparece sob forma ‘sagrada’ e sob forma ‘profana’; a forma sagrada é
predominante em teoria da prova, a forma profana em teoria dos modelos. O
fenomeno nao é incomum, observa-se essa dicotomia também em outras areas,
e.g. teoria dos conjuntos e teoria da recursao. Algumas catastrofes antigas, tais
como a descoberta dos paradoxos da teoria dos conjuntos (Cantor, Russell), ou
os paradoxos da definibilidade (Richard, Berry), nos fazem tratar um assunto
por algum tempo com espanto e timidez. Mais cedo ou mais tarde, entretanto,
as pessoas comecgam a tratar o assunto de uma maneira mais livre e mais facil.
Tendo sido educado na tradigao ‘sagrada’, meu primeiro contato com a tradigao
profana foi algo como um choque cultural. Hartley Rogers me introduziu a um
mundo mais descontraido da légica através de seu exemplo de ensinar teoria da
recursao a matematicos como se fosse apenas um curso comum em, digamos,
algebra linear ou topologia algébrica. No decorrer do tempo acabei aceitando
esse ponto de vista como o didaticamente seguro: antes de entrar para as belezas
esotéricas seria preciso desenvolver um certo sentimento pelo assunto e obter
uma quantidade razodvel de conhecimento pleno de trabalho. Por essa razao
este texto introdutdrio inicia-se na vertente profana e tende a sagrada apenas
no final.

O presente livro foi desenvolvido a partir de cursos dados nos departamentos
de matematica da Universidade de Utrecht. A experiéncia adquirida nesses
cursos e a reacao dos participantes sugeriram fortemente que nao se deveria
praticar e ensinar 16gica em isolamento. Assim que possivel exemplos cotidianos
de matemdtica deveriam ser introduzidos; de fato, 1égica de primeira ordem
encontra um campo cheio de aplicacoes no estudo dos grupos, anéis, conjuntos
parcialmente ordenados, etc.

O papel da légica em matemadtica e ciéncia da computacao tem dois aspec-
tos — uma ferramenta para aplicacoes em ambas as dreas, e uma técnica para
assentar os fundamentos. Esse ultimo papel serd neglicenciado aqui, e nos con-
centraremos nos problemas cotidianos da ciéncia formalizada (ou formalizavel).
De fato, optei por uma abordagem pratica, — cobrirel o bésico de técnicas de
prova e de semantica, e passarei entao para os topicos que sao menos abstratos.
A experiéncia tem nos ensinado que a técnica de deducao natural de Gentzen
se presta melhor para uma introducao, é préxima o suficiente do verdadeiro
raciocinio informal para permitir que os estudantes construam as provas por si
préprios. Praticamente nenhum truque artificial estd envolvido e no final existe
a agradavel descoberta de que o sistema tem propriedades impressionantes, em

N

particular ele se adequa perfeitamente a interpretacao construtiva da légica e
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permite formas normais. Esse ultimo tdpico foi adicionado a esta edicao em
vista de sua importancia em teoria da computacao. No capitulo 3 ja temos
poder técnico suficiente para obter alguns dos tradicionais e (mesmo hoje) sur-
preendentes resultados da teoria dos modelos.

O livro esta escrito para principiantes sem conhecimento de tdpicos mais
avancados, nada de teoria esotérica dos conjuntos ou teoria da recursao. Os
ingredientes basicos sao deducao natural e semantica, esse dltimo sendo apre-
sentado tanto na forma construtiva quanto na forma classica.

No capitulo 5 a légica intuicionistica é tratada com base na deducao natural
sem a regra de Reductio ad absurdum, e da semantica de Kripke. A ldgica
intuicionistica tem se livrado gradualmente da imagem de excentricidade e hoje
é reconhecida por sua utilidade em e.g., teoria de topos e teoria de tipos, por
isso sua inclusao em um texto introdutdrio é plenamente justificado. O capitulo
final, sobre normalizacao, foi adicionado pelas mesmas razoes; normalizagao tem
um papel importante em certas partes da ciéncia da computacao; tradicional-
mente normalizacdo (e eliminacdo do corte) pertence a teoria da prova, mas
gradualmente aplicacoes em outras areas tém sido introduzidas. No capitulo 6
consideramos apenas normalizacao fraca, e um nimero de aplicacoes simples é
fornecido.

Vérias pessoas tém contribuido para o perfil do texto em uma ocasiao ou
outra; Dana Scott, Jane Bridge, Henk Barendregt e Jeff Zucker foram muito
importantes na preparagao da primeira edigao. Desde entao muitos colegas e
estudantes tém localizado erros e sugerido melhoramentos; esta edicao teve o
beneficio de contar com as observagoes de Eleanor McDonnell, A. Scedrov e
Karst Koymans. A todos esses criticos e consultores sou grato.

O progresso 1mpos que a maquina de datilografar tradicional deveria ser
substituida por dispositivos mais modernos; este livro foi refeito em TEX por
Addie Dekker e minha mulher Doke. Addie abriu caminho com as primeiras trés
secoes do capitulo um e Doke concluiu o restante do manuscrito; devo a ambas,
especialmente a Doke que encontrou tempo e coragem para dominar os secredos
do KTIEX. Agradecimentos também a Leen Kievit por ter confeccionado as
derivacoes e por ter adicionado o toque final necessario a um manuscrito ETEX.
A macro de Paul Taylor para arvores de prova foi usada para as derivacoes em
deducao natural.

Junho 1994

A conversao para TEX introduziu um punhado de erros de impressao que estao
corrigidos nesta nova tiragem. Muitos leitores tém sido bondosos me enviando
sua colecao de erros de impressao, sou-lhes grato por sua ajuda. Em partic-
ular quero agradecer a Jan Smith, Vincenzo Scianna, A. Ursini, Mohammad
Ardeshir e Norihiro Kamide. Aqui em Utrecht minhas turmas de ldgica tém
contribuido bastante, e em particular Marko Hollenberg, que ensinou parte de
um curso, me passou comentarios uteis. Gostaria de agradecé-los também.
Usei a ocasiao para incorporar uns poucos melhoramentos. Algumas formulagoes
foram modificadas de modo a torna-las mais precisas, e a definicao de ‘subférmula’
foi padronizada — juntamente com a nocao de ocorréncia positiva e negativa. Ex-
iste também um pequeno adendo sobre ‘inducao sobre a complexidade de uma
férmula’. Os exercicios 14 e 18 da se¢ao 3.2 foram transferidos para a secao
seguinte, pois eles sao basicamente aplicacoes do lema do Diagrama.

Marco 1997 Dirk van Dalen
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Capitulo 0

Introducao

Sem adotar uma das varias visoes defendidas nos fundamentos da matematica,
podemos concordar que matematicos precisam e fazem uso de uma linguagem,
mesmo se apenas para a comunicacao de seus resultados e seus problemas. En-
quanto matematicos tém afirmado pela maxima possivel exatidao para seus
métodos, eles tém sido menos sensiveis com respeito a seu meio de comu-
nicagao. E bem conhecido que Leibniz propos colocar a préatica da comunicacao
matematica e do raciocinio matematico sobre uma base firme; entretanto, nao
foi antes do século dezenove que tais empreitadas foram levadas a cabo com
mais sucesso por G. Frege e G. Peano. Independentemente do quao engenhosa e
rigorosamente Frege, Russell, Hilbert, Bernays e outros desenvolveram a légica
matematica, foi apenas na segunda metade desse século que 1dgica e sua lin-
guagem mostraram algumas caracteristicas de interesse para o matematico em
geral. Os resultados sofisticados de Godel obviamente foram logo apreciados,
mas eles permaneceram por um longo tempo como destaques técnicos mas sem
uso pratico. Até mesmo o resultado de Tarski sobr a decidibilidade da algebra
elementar e geometria tiveram que esperar seu momento adequado até que al-
gumas aplicagOes aparecessem.

Hoje em dia as aplicagoes de 1égica a algebra, analise, topologia, etc. sao em
grande nimero e bem reconhecidas. Parece estranho que um bom nimero de
fatos simples, dentro da capacidade de percepcao de qualquer estudante, pas-
sassem despercebidos por tanto tempo. Nao é possivel dar o crédito apropriado
a todos aqueles que abriram esse novo territério, qualquer lista demonstraria
inevitavelmente as preferéncias do autor, e omitiria algumas areas e pessoas.

Vamos observar que matematica tem uma maneira bem regular, candnica de
formular seu material, em parte por sua natureza sob a influéncia de fortes es-
colas, como a de Bourbaki. Além do mais, a crise no inicio do século forcou
os matematicos a prestar mais atencao aos detalhes mais finos de sua lin-
guagem e as suas pressuposicoes concernentes a natureza e o alcance do universo
matematico. Essa atencao comecou a dar frutos quando se descobriu que havia
em certos casos uma estreita ligacao entre classes de estruturas matematicas e
suas descricoes sintaticas. Aqui vai um exemplo:

Sabe-se bem que um subconjunto de um grupo G que é fechado sob mul-
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tiplicacao e inverso, é um grupo; entretanto, um subconjunto de um corpo
algebricamente fechado F' que é fechado sob soma, produto, menos e inverso,
é em geral um corpo que nao é algebricamente fechado. Esse fendomeno é uma
instancia de algo bem geral: uma classe axiomatizavel de estruturas é axiom-
atizada por um conjunto de sentencas universais (da forma Vz1,...,zn¢, com
¢ sem-quantificadores) sse ela é fechada sob subestruturas. Se verificarmos os
axiomas da teoria dos grupos veremos que de fato todos os axiomas sao univer-
sais, enquanto que nem todos os axiomas da teoria dos corpos algebricamente
fechados sao universais. Esse iltimo fato poderia obviamente ser acidental,
poderia ser o caso que nao fossemos espertos o suficiente para descobrir uma
axiomatizacao universal da classe de corpos algebricamente fechados. O teo-
rema acima de Tarski e Los nos diz, entretanto, que é impossivel encontrar tal
axiomatizacao!

O ponto de interesse é que para algumas propriedades de uma classe de
estruturas temos critérios sintdticos simples. Podemos, por assim dizer, ler o
comportamento do mundo matematico real (em alguns casos simples) a partir
de sua descricao sintatica.

Existem numerosos exemplos do mesmo tipo, e.g. o Teorema de Lyndon:
uma classe axiomatizdvel de estruturas é fechada sob homomorfismos sse ela
pode ser axiomatizada por um conjunto de sentengas positivas (i.e. sentencas
que, em forma normal prenex com a parte aberta em forma normal disjuntiva,
nao contém negagao).

O exemplo mais basico e a0 mesmo tempo monumental de tal ligacao entre
nocoes sintaticas e o universo matematico é obviamente o teorema da completude
de Godel, que nos diz que demonstrabilidade nos sistemas formais usuais é
extensionalmente idéntica & nocao de verdade em todas as estruturas. Isto é o
mesmo que dizer, embora demonstrabilidade e verdade sejam noc¢oes totalmente
diferentes (a primeira é combinatorial por natureza, e a outra é conjuntista), elas
determinam a mesma classe de sentencas: ¢ é demonstravel sse ¢ é verdadeira
em todas as estruturas.

Dado que o estudo de légica envolve uma boa dose de trabalho sintatico,
iniciaremos apresentando uma maquinaria eficiente para lidar com sintaxe. Us-
amos a técnica de definigoes indutivas e como uma conseqiiéncia ficamos bem
inclinados a ver arvores onde for possivel, em particular preferimos deducao
natural na forma de arvores as versoes lineares que aparecem aqui e ali em uso
na literatura.

Um dos fenomenos impressionantes no desenvolvimento dos fundamentos da
matematica é a descoberta de que a prdpria linguagem da matematica pode
ser estudada por melos matematicos. Isso esta longe de ser um jogo futil: os
teoremas da incompletude de Godel, por exemplo, e o trabalho de Godel e
Cohen no campo das provas de independéncia em teoria dos conjuntos requerem
um minucioso conhecimento da matematica e da linguagem matematica. Esses
topicos nao fazem parte do escopo do presente livro, portanto podemos nos
concentrar nas partes mais simples da sintaxe. Entretanto objetivaremos fazer
um tratamento minucioso, na esperanca de que o leitor perceberda que todas
essas coisas que ele suspeita ser trivial, mas nao consegue ver por que, sao
perfeitamente acessiveis a demonstragoes. Ao leitor pode ser uma ajuda pensar
de si préprio como um computador com enormes capacidades mecanicas, mas
sem qualquer estalo criativo, naqueles casos em que fica intrigado devido a
questdes do tipo ‘por que devemos provar algo tdo completamente evidente’!



Por outro lado o leitor deve sempre se lembrar que ele nao é um computador
e que, certamente quando ele chegar ao capitulo 3, alguns detalhes devem ser
reconhecidos como triviais.

Para a pratica propriamente dita da matematica a légica de predicados é
sem duvida a ferramenta perfeita, pois ela nos permite manusear objetos in-
dividualmente. Mesmo assim iniciamos o livro com uma exposicao da ldgica
proposicional. H4 varias razoes para essa escolha.

Em primeiro lugar a l1égica proposicional oferece em miniatura os proble-
mas que encontramos na légica de predicados, mas 14 as dificuldades obscure-
cem alguns dos aspectos relevantes e.g. o teorema da completude para a 1dgica
proposicional ja usa o conceito de ‘conjunto consistente maximal’, mas sem as
complicacgoes dos axiomas de Henkin.

Em segundo lugar existem um numero de questoes verdadeiramente proposi-
cionais que seriam dificeis de tratar em um capitulo sobre a légica de predicados
sem criar uma impressao de descontinuidade que se aproxima do caos. Final-
mente parece uma questao de pedagogia saudavel deixar que a légica proposi-
cional preceda a légica de predicados. O principiante pode em um tnico con-
texto se familiarizar com as técnicas de teoria da prova, as algébricas e as da
teoria dos modelos que seria demasiado em um primeiro contato com a ldgica
de predicados.

Tudo o que foi dito sobre o papel da légica em matematica pode ser repetido
para a ciéncia da computacao; a importancia dos aspectos sintaticos é ainda
mais pronunciada que em matematica, mas nao para aqui. A literatura de
teoria da computacao é abundante em sistemas légicos, provas de completude
e coisas do género. No contexto de teoria dos tipos (lambda cédlculo tipificado)
a légica intuicionistica tem adquirido um papel importante, enquanto que as
técnicas de normalizacao tém se tornado uma dieta basica para cientistas da
computagao.
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Capitulo 1

Logica Proposicional

1.1 Proposicoes e Conectivos

Tradicionalmente, 6gica é dita ser a arte (ou estudo) do raciocinio; portanto
para descrever a légica na sua tradicao, temos que saber o que é ‘raciocinio’.
De acordo com algunas visdes tradicionais o raciocinio consiste do processo
de construir cadeias de entidades linguisticas por meio de certas relagoes ¢
segue de ...’, uma visao que é suficientemente boa para nossos propdsitos. As
entidades linguisticas que ocorrem nesse tipo de raciocinio sao tomadas como
sendo sentengas, 1.e. entidades que exprimem um pensamento completo, ou
estado de coisas. Chamamos tais sentengas de declarativas. Isso significa que,
do ponto de vista da lingua natural nossa classe de objetos linguisticos aceitaveis
é bastante restrita.

Felizmente essa classe é suficientemente larga quando olhada do ponto de
vista do matematico. Até o presente a légica tem sido capaz de caminhar muito
bem mesmo com essa restrigao. E verdade, nio se pode lidar com pergun-
tas, ou enunciados imperativos, mas o papel desses entidades é desprezivel em
matematica pura. Devo fazer uma excecao a enunciados de acao, que tém um
papel importante em programacao; pense em instrucoes como ‘goto, if ... then,
else ..., etc. Por razoes dadas adiante, vamos, no entanto, deixa-las de fora.

As sentencas que temos em mente sao do tipo ‘27 é um numero quadrado’,
‘todo inteiro positivo é a soma de quatro quadrados’, ‘existe apenas um conjunto
vazio’. Um aspecto comum de todas essas sentencas declarativas é a possibili-
dade de atribui-las um valor de verdade, verdadeiro ou falso. Nao exigimos a
determinacdo propriamente dita do valor de verdade em casos concretos, como
por exemplo a conjectura de Goldbach ou a hipdtese de Riemann. Basta que
possamos ‘em principio’ atribuir um valor de verdade.

Nossa chamada légica bi-valorada é baseada na suposicdo de que toda sen-
tenca é verdadeira ou falsa, e é a pedra angular da pratica de tabelas-verdade.

Algumas sentencas sdo minimas no sentido de que nao ha parte prépria que
seja também uma sentenca, e.g. 5 € {0,1,2,5,7},ou 242 = 5; outras podem ser
divididas em partes menores, e.g. ‘c é um racional ou ¢ é um irracional’ (onde ¢
é uma constante). Por outro lado, podemos construir sentencas maiores a partir
de sentencgas menores através do uso de conectivos. Conhecemos muitos conec-
tivos em lingua natural; a seguinte lista nao tem de forma alguma o propédsito de

Ut
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ser exaustiva: e, ou, ndo, se ... entdo ..., mas, pois, como, por, embora, nem.
No discurso usual, como também em matematica informal, usa-se esses conec-
tivos incessantemente; entretanto, em matematica formal seremos economicos
nos conectivos que admitimos. Isso é sobretudo por razoes de exatidao. Com-
pare, por exemplo, as seguintes sentencas: “m é irracional, mas nao é algébrico”,
“Max é um marxista, mas ele nao é carrancudo”. No segundo enunciado pode-
mos descobrir uma sugestao de algum contraste, como se deveriamos nos sur-
preender que Max nao é carrancudo. No primeiro caso tal surpresa nao pode ser
facilmente imaginada (a menos que, e.g. se tenha acabado de ler que todos os
irracionais sdo algébricos); sem modificar o significado pode-se transformar esse
enunciado em “r é irracional e 7 ndo é algébrico”. Logo por que usar (em um
texto formal) a formulacio que traz certos tons vagos, emocionais? Por essas e
outras razdes (e.g. de economia) em légica nos fixamos em um niimero limitado
de conectivos, em particular aqueles que tém-se mostrado tteis na rotina diaria
de formular e demonstrar.

Note, entretanto, que mesmo aqui as ambigiiidades ameagam. Cada um dos
conectivos ja tem um ou mais significados em lingua natural. Vamos dar alguns
exemplos:

1. Joao passou direto e bateu num pedestre.
2. Joao bateu num pedestre e passou direto.
3. Se eu abrir a janela entao termos ar fresco.
4. Se eu abrir a janela entao 1 4+ 3 = 4.

5. Se 14+ 2 =4, entao teremos ar fresco.

6. Joao esta trabalhando ou estd em casa.

7. Euclides foi um grego ou um matematico.

De 1 e 2 concluimos que ‘e’ pode ter uma funcao de ordenagao no tempo. Nao
é assim em matematica; “m é irracional e 5 é positivo” simplesmente significa
que ambas as partes se verificam. O tempo simplesmente nao tem qualquer
papel na matematica formal. Certamente nao poderiamos dizer “m nao era nem
algébrico nem transcendente antes de 1882”. O que desejariamos dizer é que
“antes de 1882 nao se sabia se 7 era algébrico ou transcendente”.

Nos exemplos 3-5 consideramos a implicagao. O exemplo 3 sera em geral
aceito, pois mostra um aspecto que viemos a aceitar como inerente a implicacao:
existe uma relacao entre a premissa e a conclusao. Esse aspecto esta ausente
nos exemplos 4 e 5. Mesmo assim permitiremos casos tais como o 4 € 0 5 em
matematica. Ha varias razoes para se fazer isso. Uma é que a consideragao
de que o significado deveria ser deixado fora de consideracoes sintaticas. Do
contrario a sintaxe se tornaria dificil de manejar e acabariamos sendo levados
a uma pratica esotérica de casos excepcionais. Essa implicacao generalizada,
em uso em matematica, é chamada de implicagdo material. Algumas outras
implicagoes tém sido estudadas sob as denominacoes de tmplicagdo estrita, im-
plicagao relevante, etc.

Finalmente 6 e 7 demonstram o uso do ‘ou’. Tendemos a aceitar 6 e a rejeitar
7. Na maioria das vezes se pensa no ‘ou’ como algo exclusivo. Em 6 até certo
ponto esperamos que Joao nao trabalhe em casa, enquanto que 7 é incomum no
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sentido de que via de regra nao usamos ‘ou’ quando poderiamos de fato usar ‘e’.
Além disso, normalmente hesitamos em usar uma disjuncao se ja sabemos qual
das duas partes se verifica, e.g. “32 é um nimero primo ou 32 nao é um nimero
primo” serd considerada (no minimo) artificial pela maioria das pessoas, pois
ja sabemos que 32 nao é um nimero primo. Ainda assim a matematica usa
livremente tais disjungdes supérfluas, por exemplo “2 > 2”7 (que designa “2 > 2
ou 2 =2").

De forma a prover a matematica de uma linguagem precisa criaremos uma
linguagem artificial, formal, que se prestara ao tratamento matematico. Primeira-
mente definiremos uma linguagem para a légica proposicional, i.e. a 1égica que
lida com proposigées (sentengas, enunciados). Mais adiante estenderemos nosso
tratamento a légica que também leva em conta propriedades de objetos.

O processo de formalizagdo da légica proposicional consiste de dois estagios:
(1) apresentar uma linguagem formal, (2) especificar um procedimento para se
obter proposicoes vdlidas ou verdadeiras.

Inicialmente descreveremos a linguagem, usando a técnica de definigoes
indutivas. O procedimento é bem simples: Primeiro especifique quem sao
as proposicoes menores, que nao decomponiveis em proposicoes menores que
elas; depois descreva como proposi¢coes compostas sao construidas a partir de
proposicoes previamente dadas.

Defini¢ao 1.1.1 A linguagem da ldgica propositional tem um alfabeto con-

sistindo de
(1) simbolos proposicionais: pg, p1, po, - ..,

(il)  conectivos: A, V, =, =, &, L,
(ili)  simbolos auziliares: ( , ).

Os conectivos carregam nomes tradicionais:

A - e - conjun¢do

vV - ou - disjuncao

— - se..., entao ... - implicagao

- - ndo - negagdo

< - sse - equivaléncia, bi-implicagdo
1L - falso - falsum, absurdum

Os simbolos proposicionais e o simbolo L designam proposi¢oes indecom-
poniveis, que chamamos dtomos, ou proposi¢oes atémicas.

Defini¢ao 1.1.2 O conjunto PROP de proposicoes é o menor conjunto X com
as propriedades

() pieX (ie€N), LeX,

(1) v eX = (pAY), (pVY) (=) (pey) €X,

(i) peX = (—p) € X.
As clausulas descrevem exatamente as maneiras possiveis de construir proposicoes.
De modo a simplificar a cldusula (ii) escrevemos ¢, ¢ € X = (¢0v¥) € X, onde
O é um dos conectivos A, V, —, <.

Uma adverténcia ao leitor é recomendavel nesse ponto. Usamos letras gregas
@, na definicao; elas sao proposicoes? Claramente nao queremos que elas
sejam, pois queremos apenas aquelas cadeias de simbolos obtidas combinando-se
simbolos do alfabeto de maneira correta. Evidentemente nenhuma letra grega
entra de jeito nenhum! A explicacdo é que ¢ e 1 sdo usadas como varigveis
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para proposicoes. Como queremos estudar ldgica, devemos usar uma linguagem
para discuti-la nessa linguagem. Em geral essa linguagem é o portugués puro,
cotidiano. Chamamos a linguagem usada para discutir 16gica de nossa meta-
linguagem e ¢ e 1 sao meta-varidvers para proposicoes. Poderiamos dispensar
meta-varidveis lidando com (ii) e (iii) verbalmente: se duas proposigdes sdo
dadas, entao uma nova proposicao é obtida colocando-se o conectivo A entre elas
e adicionando-se parénteses na frente e no final, etc. Essa versao verbal deveria
bastar para convencer o leitor das vantagens da maquinaria matematica.

Note que adicionamos um conectivo um bocado incomum, L. Incomum no
sentido de que ele nao conecta nada. Constante [6gica seria um nome mel-
hor. Por uniformidade ficamos com o nosso uso ja mencionado. 1 é adicionado
por conveniéncia, poder-se-ia muito bem dispensa-lo, mas ele tem certas van-
tagens. Pode-se notar que hé algo faltando, nomeadamente um simbolo para a
proposicao verdadeira; de fato adicionaremos um outro simbolo, T, como uma
abreviacao para a proposicao “verdadeira”.

FEzemplos.

(p7 = po), ((L V p32) A (=p2)) € PROP.
p1 & pr,-L, ((> A& PROP

E facil mostrar que algo pertence a PROP (simplesmente execute a con-
strugdo de acordo com 1.1.2); é um pouco mais dificil mostrar que algo nao
pertence a PROP. Faremos um exemplo:

--1 ¢ PROP.

Suponha que ==L € X e X satisfaz (i), (ii), (iii) da definicdo 1.1.2. Aleg-
amos que Y = X — {—=— L} também satisfaz (i), (ii) e (iii). Como L,p; € X,
também L,p; € Y. Se ¢, ¢ € Y, entdo ¢,psi € X. Como X satisfaz (ii)
(¢0y) € X. Da forma das expressoes fica claro que (¢Oy) # ——L (olhe para
os parénteses), logo (¢0y) € X — {-=L} =Y. Igualmente se demonstra que
Y satisfaz (iii). Logo X ndo é o menor conjunto satisfazendo (i), (ii) e (iii),
portanto ==L nao pode pertencer a PROP.

Propriedades de proposicoes sao estabelecidas por um procedimento indutivo
analogo & definicao 1.1.2: primeiro lida com os datomos, e depois vai das partes
as proposicoes compostas. Isso é expresso mais precisamente em

Teorema 1.1.3 (Principio da inducao) Seja A uma propriedade, entdo A(p)
se vertfica para todo ¢ € PROP se

(7) A(pi), para todo i, e A(L),

(i) Alp), A(¥) = A((¢0Y)),

(1i)  A(p) = A((=¢)).

Demonstragdo. Seja X = {¢ € PROP | A(p)}, entdo X satisfaz (i), (ii) e
(iii) da definigdo 1.1.2. Logo PROP C X, i.e. para todo ¢ € PROP A(p) se
verifica. d

A uma aplicagao do teorema 1.1.3 chamamos de uma prova por indugao
sobre . O leitor vai notar uma semelhanga dbvia entre o teorema acima e o
principio da indugao completa em aritmética.
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O procedimento acima que permite obter todas as proposigcdes e provar
propriedades de proposicoes é elegante e perspicaz; existe uma outra abor-
dagem, no entanto, que tem suas préprias vantagens (em particular para codi-
ficagao): considere proposigdes como o resultado de uma construcao linear passo-
a-passo. E.g. ((-po) = L) é construido montando-se a expressdo a partir de
suas partes menores usando as partes previamente construidas: pg ... L (—pqg)

. ((=po) = 1). Isso é formalizado da seguinte maneira:

Defini¢ao 1.1.4 Umasequéncia g, . . ., ¢, ¢ chamadade seqtiéncia de formagdo
de ¢ se ¢, = ¢ e para todo i < n g; é atdmica, ou

i = (p;0¢k) para certo j, k < i ou
w; = (—p;) para certo j < i.

Observe que nessa definicao estamos considerando cadeias ¢ de simbolos do
alfabeto dado; isso abusa um pouco da convencao notacional.

Ezemplos. (a) L, pa, p3, (LVpa), (-(LVp2)), (—p3) e ps, (—ps3) sdo ambas seqiiéncias
de formagio de (—ps). Note que seqiiéncias de formagdo podem conter ‘lixo’.

(b) p2 é umasubférmula de ((p7V (-p2)) = p1); (p1 = L) é umasubférmula
de (((p2 V (p1 Apo)) & (p1 — L)).

Agora vamos dar alguns exemplos triviais de prova por indugao. Na pratica
apenas verificamos verdadeiramente as clausulas da prova por indugao e deix-
amos a conclusao para o leitor.

1. Cada proposi¢ao tem um nimero par de parénteses.

Demonstragdo. (i) Cada atomo tem 0 parénteses e 0 é par.

(i1) Suponha que ¢ e ¥ tenham 2n, resp. 2m parénteses, entio (p0Oy) tem
2(n 4+ m + 1) parénteses.

(iii) Suponha que ¢ tem 2n parénteses, entdo (—¢) tem 2(n + 1) parénteses.

O
2. Cada proposi¢do tem uma sequéncia de formagdo.

Demonstragdo. (i) Se ¢ é um atomo, entdo a seqliéncia consistindo de apenas
© é uma sequéncia de formacao de .

(i) Sejam @q, ..., ¢n € Yo, ..., ¥m seqiéncias de formacdo de ¢ e 9, entdo
observa-se facilmente que ¢q, ..., ¢n, Yo, ..., ¥m, (Pn0¥m) é uma seqliéncia de
formacao de (@,Otm,).

(iii) Deixo para o leitor. d

Podemos melhorar 2:

Teorema 1.1.5 PROP € o conjunto de todas as expressoes que tém sequéncia
de formacdo.

Demonstragdo. Seja F o conjunto de todas as expressoes (i.e. cadeias de simbolos)
que tém sequéncia de formagao. Demonstramos acima que PROP C F.
Suponha que ¢ tem uma sequéncia de formacao ¢q, ..., ¢,, vamos demon-
strar que ¢ € PROP por indugao sobre n.
n=0: ¢ = gy e por definicao ¢ é atomica, logo ¢ € PROP.
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Suponha que todas as expressoes com sequéncia de formacao de comprimento
m < n estdo em PROP. Por definicio ¢, = (¢;0;) para todo i,j < n, ou
¢n = (—g;) para i < n, ou g, é atomica. No primeiro caso @; e ¢; tém
sequéncia de formacao de comprimento ¢, j < n, logo pela hipdtese da inducao
wi,p; € PROP. Como PROP satisfaz as cldusulas de definigao 1.1.2, temos
também (¢;0¢;) € PROP. Trate negacao igualmente. O caso atomico é trivial.

Conclusao F C PROP. (|

Em um certo sentido o Teorema 1.1.5 é uma justificacao da definicao de
sequéncia de formacao. Ele também nos permite estabelecer propriedades de
proposicoes por indugao ordinaria sobre o comprimento de sequéncias de formacao.

Em aritmética normalmente se define funcdes por recursao, e.g. exponen-
ciacao é definida por z° = 1, e 2z¥1! = ¥ - z, ou a funcio fatorial por 0! =1 e
(z+1)! = 2!-(z+1). A justificagio é bem imediata: cada valor é obtido usando-se
os valores precedentes (para argumentos positivos). Existe um principio andlogo
em nossa sintaxe.

Ezemplos. O nimero p(¢) de parénteses de ¢, pode ser definido como se segue:

p(e) = ( para ¢ atomica,
p((¢0¥)) = p(e) +p(¥) +2,
p((m¢))  =ple) +2.
O valor de p(¢) pode ser computado calculando-se sucessivamente p(1) para
as subférmulas . a

Podemos dar esse tipo de definicao para todos os conjuntos que sao definidos
por inducgao. O principio de “definicao por recursao” toma a forma de “existe
uma unica funcgao tal que ...”. O leitor deve se manter lembrado que a idéia
bésica é que pode-se ‘computar’ o valor da fungao para uma composicao de uma
forma prescrita a partir dos valores da fungao nas partes componentes.

O principio geral por tras dessa pratica é firmado pelo seguinte teorema.

Teorema 1.1.6 (Defini¢ao por Recursao) Suponha que sejam dados os ma-
peamentos Hn : A2 - A e H, : A = A e suponha que H,; seja um mapea-
mento do conjunto de dtomos para A, entao existe exatamente um mapeamento

F: PROP — A tal que

F(p) = Hg: para ¢ atomica,
F((eOv)) = Ho(F(p), F(¥)),
F((=¢)) = HA(F(g):

Usualmente, em aplicagoes concretas o principio é bem facilmente recon-
hecido como um principio correto. Entretanto, em geral tem-se que demonstrar
a existéncia de uma unica funcao satisfazendo as equacoes acima. A demon-
stracao é deixada como um exercicio, cf. Exercicio 11.

Aqui estao algums exemplos de definicao por recursao:

1. A drvore (Iéxica) de uma proposicio ¢ ¢ definida por
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T(¢) = o para ¢ atomica
((eow) =AY
T(g) T(¥)
T((=¢) = ‘0 (=)
T(¢)
Ezemplos. T((pr = (L Vv (=ps))); T(=(=(p1 A (=p1))))
(p1 = (L V (=p3))) o (7(2(p1 A (=p1))))

./ (LV (~p3)) o (7(P1 A (=p1)))

(p1 A (=p1))

pl L ) o (—|p3)
1 Al
[ ] L ) o ( )
P3 YAl o
P

Uma maneira simples de exibir as arvores consiste em listar os atomos lo-
calizados no fundo, e indicar os conectivos presentes nos nos.

2. O posto p(g) de uma proposigio ¢ é definido por

p(e) = 0 para ¢ atomica,
{ p((¢0v)) = max(p(p), p(¥)) + 1,
p((=¢))  =plp)+1.

Agora vamos usar a técnica da definicao por recursao para definir a nogao de
subférmula.

Defini¢ao 1.1.7 O conjunto das subférmulas Sub(¢) é dado por

Sub(p) = {¢} para ¢ atomica
Sub(p10ps) = Sub(p1) U Sub(p2) U {p10¢s}
Sub(ng) = Sublg) U {-p)

Dizemos que 9 € uma subférmula de ¢ se ¢ € Sub(yp).
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Convengoes de notagao. De forma a simplificar nossa notacao vamos econo-
mizar em parénteses. Vamos sempre desprezar os parénteses mais externos e
omitiremos também os parénteses no caso de negacoes. Além do mais usaremos
a convengao que A e V tém precedéncia sobre — e < (cf. - € + em aritmética),
e que — tem precedéncia sobre os outros conectivos.

Ezemplos.
Ve designa  ((=¢) V ¢),
(= A L) designa  (=((=(=(=¢))) A L)),
VY —p designa  ((¢ V) = o),
=V —=x) designa (p—(pV(¥x)))

Adverténcia. Note que, rigorosamente falando, aquelas abreviagdes nao sao
proposicoes.

Na proposigao (p1 — p1) apenas um atomo ¢é usado para defini-la, embora
ele seja usado duas vezes e ocorra em dois lugares. Para um certo propdsito é
conveniente distinguir entre formulas e ocorréncias de formulas. A definicao de
subférmula nao nos informa o que é uma ocorréncia de ¢ em 1, por isso temos
que adicionar alguma informagao. Uma maneira de indicar uma ocorréncia de
© € especificar seu lugar na arvore de 9, e.g. uma ocorréncia de uma férmula em
uma dada férmula é um par (¢, k), onde k é um né na drvore de 9. Poder-se-ia
até mesmo codificar k como uma seqiiéncia de 0’s e 1’s, onde associamos a cada

né a seguinte seqiiéncia: ( ( (a seqiiéncia vazia) para o né raiz, (sq,...,Sn—1,0)
para o descendente imediato & esquerda do né com seqiiéncia (sq,...,S,-1) €
(so,...,ySn—1,1) para o seu segundo descendente imediato (se existe algum).

Nao seremos demasiadamente formais no manuseio de ocorréncias de férmulas
(ou simbolos, na verdade), mas é importante que isso pode ser feito.

A introducgao da funcao de posto nao é mera ilustracao da ‘definicao por
recursao’, pois ela também nos permite demonstrar fatos sobre proposicoes por
meio da indugdo completa (ou indugdo matemdtica). Reduzimos, por assim
dizer, a estrutura de arvore a linha reta dos nimeros naturais. Note que outras
‘medidas’ servirao tao bem quanto essa, e.g. o nimero de simbolos. Para evitar
omissao definiremos explicitamente o Principio da Indugao sobre o Posto:

Teorema 1.1.8 (Principio da inducao sobre o posto) Se para todo ¢ [A(Y)
para todo 1 com posto menor que p(p)] = A(p), entdo A(p) se verifica para
todo ¢ € PROP.

Vamos mostrar que indugao sobre ¢ e indugao sobre o posto de ¢ sao
equivalentes.!
Primeiro introduzimos uma notacao conveniente pra a indugao sobre o posto:
escreva ¢ < 9 (¢ < ¥) para designar plg) < p(¥) (p(¢) < p(¥)). Logo
Vi < ¢ A(p) designa “A(v)) se verifica para todo ¥ com posto no maximo

(@)
O Principio da Indug¢do sobre o Posto agora lé

Vo(Y¢ 2 0 A(Y) = Alp)) = Ve Alp)

10 leitor pode pular essa demonstracao na primeira leitura. Estara fazendo bem aplicando
a indugao sobre o posto ingenuamente.
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Demonstraremos que o principio da indugao sobre o posto segue do principio da
inducao. Suponha que

YoV < o AY) = Alp)) (1)

seja dado. Para mostrar que Vo A(yp) temos que comer do préprio bolo, ou
seja, usar um pouco de indugdo. Ponha B(y) := V¢ < ¢ A(p). Agora vamos
demonstrar Yo B(g) por indugio sobre ¢.

1. para ¢ atomica Vi) < ¢ A(p) é vacuamente verdadeira, logo por (1) A(y)
se verifica. Portanto A(i) se verifica para todo 1 com posto < 0. Logo

B(p).

2. ¢ = ¢10¢p4. Hipdtese da inducdo: B(g1), B(pz2). Seja p uma proposicio
qualquer com p(p) = p(¢) = n+ 1 (para um n apropriado). Temos que
demonstrar que p e todas as proposi¢oes com posto menor que n + 1 tém
a propriedade A. Como p(¢) = maz(p(e1),p(p2)) + 1, ou @1 ou gy tem
posto n — digamos ¢1. Agora escolha um @ arbitrario com p(¢) < n,
entdo ¥ =< ¢1. Portanto, por B(g1), A(¢) se verifica. Isso demonstra que
Vi < p A(1), logo por (1) A(p) se verifica. Tsso demonstra B(yp).

3. ¢ = —p1. Argumento semelhante.

Uma aplica¢do do principio da indugio nos dd V¢ B(g), e como uma con-
seqiiéncia Yo A(p).

Para a reciproca assumimos as premissas do principio da indugao. Para
aplicar o principio da indugao sobre o posto temos que mostrar que () se verifica.
Distinguimos os seguintes casos:

1. ¢ atémica. Entdo () trivialmente se verifica.

2. ¢ = ¢10ps. Entdo 1,03 < ¢ (veja exercicio 6). Nossa hipdtese é
Vi < ¢ A(¥), portanto A(p1) e A(pa) se verificam. Logo A(yp) se verifica.

3. ¢ = —p1. Argumento semelhante.

Isso estabelece (}). Logo pela indugéo sobre o posto obtemos Vi A(p).

Exercicios
1. Dé as sequéncias de formacao de
(=p2 = (p3 V (p1 & p2))) A —ps,
(p7 = —L) & ((pa A =p2) = p1),
(((pr = p2) = p1) = p2) = p1.
2. Demonstre que ((—¢ PROP.

3. Demonstre que a relacao “é uma subférmula de” é transitiva.

4. Seja ¢ uma subférmula de . Demonstre que ¢ ocorre em cada seqiiéncia
de formacao de .

5. Se ¢ ocorre em uma seqiiéncia de formagao minima de @ entao ¢ é uma
subformula de .
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6. Seja g a funcao posto:
(a) Demonstre que p(¢) < o nimero de ocorréncias de conectivos de ¢,
(b) Dé exemplos de ¢ tais que < ou = se verifica em (a),
(c) Ache o posto das proposi¢des no exercicio 1.
(d) Demonstre que p(¢) < p(¥) se ¢ é uma subférmula prépria de .

4

7. (a) Determine as drvores das proposi¢des no exercicio 1,

(b) Determine as proposi¢des com as seguintes drvores.

-
-
®
®
o -
-

® — ® ® —
[ ] [ ] [ ]
L

pP1 pP1

8. Seja #(T'(¢)) o nimero de nds de T(p). Pelo “niimero de conectivos em
¢” queremos dizer o nimero de ocorréncias de conectivos em . (Em geral
#(A) designa o nimero de elementos de um conjunto (finito) A).

(a) Se ¢ ndo contém L, demonstre que: o nimero de conectivos de
¢+ o nimero de dtomos de ¢ < #(T(¢)).

(b)  #(suble)) < #(T(¢).

(¢)  Um ramo de uma drvore é um conjunto maximal linearmente orde-
nado. O comprimento de um ramo é o niimero de seus nés menos
um. Demonstre que p(¢) é o comprimento de um ramo de maior
comprimento em T'(¢).

(d) Suponha que ¢ nao contém L. Demonstre que: o nimero de
conectivos em ¢ + o nimero de dtomos de ¢ < 2P(¥)+1 _ 1

9. Demonstre que uma proposicao com n conectivos tem no maximo 2n + 1
subférmulas.

10. Demonstre que para PROP temos um teorema de decomposi¢cao unica:
para cada proposicao nao-atomica o ou existem duas proposigoes ¢ e
tais que o = ¢, ou existe uma proposicao ¢ tal que o = —gp.
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11. (a) Dé uma defini¢do indutiva para a fun¢io F, definida por recursdo sobre
PROP a partir das fungoes Hyy, Hg, H-, como um conjunto F* de pares.

(b) Formule e demonstre para F* o principio da inducao.
(c) Demonstre que F* é de fato uma fungéo sobre PROP.

(d) Demonstre que ela é a inica func¢do sobre P RO P satisfazendo as equacdes
recursivas.

1.2 Semantica

A tarefa de interpretar a ldgica proposicional é simplificada pelo fato de que
as entidades consideradas tém uma estrutura simples. As proposicoes sao con-
struidas a partir de blocos adicionando-se conectivos.

As partes mais simples (os dtomos) sdo da forma “a grama é verde”, “Maria
gosta de Goethe”, “6 — 3 = 2”7, que sao simplesmente verdadeiras ou falsas.
Estendemos essa atribuicao de walores-verdade a proposicoes compostas, por
reflexao sobre o significado dos conectivos 1égicos.

Vamos combinar de usar 1 e 0 ao invés de ‘verdadeiro’ e ‘falso’. O problema
que enfrentamos é como interpretar ¢y, -, dados os valores-verdade de ¢ e
.

Tlustraremos a solu¢ao considerando a tabela entrada-saida para os Srs.
Smith e Jones.

Conjungdo. Um visitante que deseja ver ambos Smith e Jones quer que a tabela
esteja na posicao mostrada aqui, i.e.

entra | sal
Smith X “Smith esta” A “Jones esta” é verdadeiro sse

Jones X “Smith esta” é verdadeiro e “Jones estd” é verdadeiro

Escrevemos v(p) = 1 (resp. 0) para “p é verdadeiro”. Entdo a consideragio
acima pode ser enunciada como sendo v(p A ) = 1 sse v(¢) = v(y) = 1, ou
v(p AYp) = min(v(p), v(¢))).

Pode-se também escrever sob forma de uma tabela-verdade:

A0 1
010
1101

A tabela-verdade deve ser lida da seguinte forma: o primeiro argumento é
tomado da coluna mais a esquerda e o segundo argumento é tomado da linha
mais acima.

Disjungdo. Se um visitante deseja ver um dos parceiros, nao importa qual, ele
deseja que a tabela esteja em uma das posicoes

entra | sai entra | sai entra | sai
Smith X Smith X Smith X
Jones X Jones X Jones X
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No ultimo caso ele pode fazer uma escolha, porém isso nao é um problema,
pois ele deseja ver pelo menos um dos caras, nao importa qual.
Em nossa notagao, a interpretacao de V é dada por

v(leVy)=1 sse v(ip) =1 ou w(y) =1

Abreviando: v(p V ) = max(v(y), v(¥)).

V1|0
Sob forma de tabela-verdade: | 0 | 0 | 1
111

Negagao. O visitante que esta apenas interessado no Sr. Smith enunciard “Smith
nao esta” se a tabela estiver na posicao:

entra | sai
Smith X

Portanto “Smith nao esta” é verdadeiro se “Smith esta” é falso. Escrevemos
isso da forma v(—p) = 1 sse v(p) =0, ou v(—p) = 1 — v(p).
Sob forma de tabela-verdade: | 0 | 1
1

Implicagao. Nosso famoso visitante foi informado de que “Jones esta se Smith
estd”. Agora podemos ao menos prever as seguintes posicoes da tabela

entra | sail entra | sal
Smith X Smith X
Jones X Jones X
entra | sal
Se a tabela esta na posigao: | Smith X
Jones X

entao ele sabe que a informacao era falsa.
entra | sai

O caso remanescente, | Smith X |, nao pode ser tratado de forma
Jones X
tao simples. Evidentemente nao ha razao para considerar a informacgao falsa,

mas sim que “nao ajuda muito”, ou “irrelevante”. Entretanto, nos compromete-
mos com a posicao de que cada enunciado é verdadeiro ou falso, por isso temos
que decidir atribuir a “Se Smith esta, entao Jones esta” verdadeiro também nesse
caso particular. O leitor vai se dar conta de que fizemos uma escolha deliberada
aqui; uma escolha que se revelard uma escolha feliz em vista da elegancia do
sistema resultante. Nao ha razao convincente, entretanto, para se permanecer
com a nocao de implicacao que acabamos de introduzir. Embora varias outras
nocoes tenham sido estudadas na literatura, para propdsitos matematicos nossa
nocao é perfeitamente apropriada.

Note que hd um caso em que a implicacdo é falsa (veja a tabela-verdade
abaixo), e vamos manter essa observacido na lembranca para aplicagdo mais
adiante — ela vai ajudar a diminuir os calculos.
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Em nossa notacdo a interpretacido da implicagio é dada por v(p — ¢) = 0 sse

v(p) =1ew(yh) =0.

%
Sua tabela-verdade é: | 0 [ 1 | 1
1 1011

Fquivaléncia. Se nosso visitante sabe que “Smith esta se e somente se Jones
estd”, entao ele sabe que ambos estao presentes ou ambos nao estao. Logo
v(p = ) = Lsse v(p) = v(4h).
<01
Sua tabela-verdade é: | 0 0
1 1

(el

Falsum. Um absurdo, tal como “0 # 07, “alguns nimeros impares sido pares”,
“Eu nao sou eu”, ndo podem ser verdadeiros. Logo colocamos v(L) = 0.

Estritamente falando deveriamos adicionar uma tabela-verdade, i.e. a tabela
para T, o oposto de falsum.

Verum. Esse simbolo designa proposi¢oes evidentemente verdadeiras tal como
1 =1; colocamos v(T) = 1 para todo v.

Defini¢ao 1.2.1 Um mapeamento v : PROP — {0, 1} é uma valoragdo se

v(eAy) = min(v(p),v(¥)),

v(eVy) = max(v(p),v(¥)),

ve—=y) = 0 & w(p)=lev(y) =0,
vepeoy) = 1 & v(p) =v(),
v(—yp) = 1-v(p),

v(L) = 0.

Se uma valoracao é dada apenas para atomos entao, em virtude da definigao
por recursao, é possivel extendé-la para todas as proposicoes, portanto obtemos:

Teorema 1.2.2 Se v € um mapeamento do conjunto de dtomos em {0,1}, sat-
isfazendo v(L) = 0, entdo existe uma tnica valoragdo -]y, tal que [¢], = v(y)
para ¢ atémica.

Tem sido pratica comum designar valoragdes como definidas acima por [¢],
por isso adotaremos essa notagao. Como [-] é completamente determinado por
seus valores sobre os dtomos, [¢] é frequentemente designado por [¢],. Sempre
que nao houver confusao omitiremos o indice v.

O teorema 1.2.2 nos diz que cada um dos mapeamentos v e [-], determina
o outro de forma tinica, por conseguinte chamamos v também de valoragio (ou
de uma wvaloragdo atémica, se necessario). Desse teorema torna-se aparente que
existem muitas valoragdes (cf. Exercicio 4).

E ébvio também que o valor [[¢], de ¢ sob v somente depende dos valores
de v nas suas subférmulas atomicas:

Lema 1.2.3 Sev(p;) = v'(p;) para todo p; ocorrendo em ¢, entdo [¢]y = [¢]v:-

Demonstragao. Uma inducao facil sobre .
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Um importante subconjunto de PROP é o de todas as proposicoes ¢ que
sao sempre verdadeiras, i.e. verdadeiras sob todas as valoragoes.

Definigao 1.2.4 (i) ¢ é uma tautologia se [¢], = 1 para todas as valoragdes v,
(i) | ¢ designa ‘p é uma tautologia’,

(iii) Seja T' um conjunto de proposicdes, entdo I' |= ¢ sse para todo v: ([¢], = 1
para todo ¢ € T) = ], = 1.

Em palavras, T |= ¢ se verifica sse ¢ é verdadeira sob toda valorac¢do que torna
toda férmula ¢ em I' verdadeira. Dizemos que ¢ é uma consequéncia semantica
de T'. Escrevemos ' [£ ¢ se T |= ¢ nao é o caso.

Convengdo. ¢1,...,¢, = ¢ designa {¢1,...,0n} E ¥.
Note que “[¢], = 1 para toda v” é uma outra maneira de dizer “[¢] = 1
para todas as valoragoes”.

Exemplos. (i) Ee—¢; E-mp—=e EeVY eV,
() pvEeAY; eV EY oYW E-e
Frequentemente se precisa de substituir subférmulas por proposigoes; acon-
tece que basta definir substituicao apenas para atomos.
Escrevemos ¢[1/p;] para designar a proposi¢ao obtida substituindo-se todas
as ocorréncias de p; em ¢ por ¢. Na realidade, a substituicao de p; por 1 define
um mapeamento de PROP em PROP, que pode ser dado por recursio (sobre

%)
Definicao 1.2.5

wom - {g gdemecetn
(e10p2)[/pi] = w1[¢/pilOpa[y/pi]

(=) [¥/pi] = —p[Y/pi.

O teorema seguinte expoe as propriedades basicas da substitui¢ao de proposi¢oes
equivalentes.

Teorema 1.2.6 (Teorema da Substituicao) Se |= @1 <> 2, entdo
= blor/p] © Vlea/pl, onde p ¢ um dtomo.

O teorema da substitui¢ao é na verdade uma consequiéncia de um lema um
pouco mais forte

Lema 1.2.7 [p1 < 2]y < [¥[e1/p] < Ylp2/plly e
E (g1 € w2) = (Yle1/p] & Ple2/pl)

Demonstragdo. Inducdo sobre ¢. Apenas temos que considerar 1 > 2], = 1
(por que?).
— 1 atomica. Se ¢ = p, entdo ¥[p;/[] = ¢; e o resultado segue imediatamente.

Se ¢ # p, entdo Ylp;i/p] = ¥, e [¥[p1/p] & Ylw2/plle = [¥ & ¥]. = 1.

— ¢ = )1 0¢y. Hipdtese da indugao: [¢;[¢1/p]]e = [¥ile2/p]]s. Agora o valor
de [(¥10va)[ei/plle = [¥1lei/p]0%2[pi/ple é unicamente determinado
por suas partes [¢;[@i/p]]v, logo [(¥10¢2)[e1/pllv = [(¥10¢2)[p2/pll.-
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— 9 = 1. Deixo para o leitor.

A prova da segunda parte essencialmente usa o fato de que | ¢ — 1 sse
[¢lo < [¥]v para toda v (cf. Exercicio 6). O

A prova do teorema da substituicao agora segue imediatamente. O

O teorema da substituicao diz em bom portugués que partes podem ser
substituidas por partes equivalentes.

Existem vdrias técnicas para se testar tautologias. Uma delas (bastante
lenta) usa tabelas-verdade. Damos um exemplo:

(p = ¥) & (—ye)

p v o W p—= oo (=) & (Y = op)
0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 0 0 1 1 1

A 1ltima coluna consiste de 1’s apenas. Como, pelo lema 1.2.3 apenas os
valores de ¢ e 1 sao relevantes, tivemos que testar 22 casos. Se existirem n
partes (atémicas) precisamos de 2" linhas.

Podemos comprimir um pouco a tabela acima, escrevendo-a da seguinte
forma:

—

)—‘)—‘OO~6
-

~¢)

i
1
1
0
0

’—‘O’—"—‘\J,
—_ o — o

—
1
1
1
1

Vamos fazer uma outra observagao sobre o papel dos conectivos 0-arios L e
T. Claramente = T < (L — 1), logo podemos definir T a partir de L. Por
outro lado, nao podemos definir L a partir de T e —; note que a partir de T
nunca podemos obter algo exceto uma proposicao equivalente a T se usamos A,
V, —, mas a partir de L podemos gerar L e T através da aplicagcao de A, V, —.

Exercicios

1. Verifique pelo método da tabela-verdade quais das seguintes proposicoes
sao tautologias:

a) (me V) & (¥ = o)
b) o = (¥ > o) = (¢ > ¢¥) = (¢ = 0)))
c) (p = —p) & e
d) =(p = ~¢)
= (b —=0)) & (pAY) = o)

e) (¢
¢ V —p (principio do terceiro excluido)
1l &
1

)
f)
g)
h)

& (pAp)
— ¢ (ex falso sequitur quodlibet)

A,_\,_\,_\/_\/_\/_\/_\
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2. Demonstre que: (a) ¢ = ¢;
) eEvevbospko
C©Fe-dveeEY

3. Determine ¢[—po — p3/po] para ¢ = p1 A po = (po = p3);
= (ps > po) V (p2 = —po).

4. Demonstre que existem 2%° valoracdes.

5. Demonstre que [ A Y]y = [¢] - [¥],
le Vv 4le = el + [¥]o — [e]o - [¥]0,
[e = ¥]o = 1= [¢]o + [¢]v - [¥]0,
[e < ¥]v = 1—|[e]o — [¥]0].

6. Demonstre que [o = ¢, =1 < [els < [¢]e-

1.3 Algumas Propriedades da Loégica Proposi-
cional

Com base nas secoes anteriores ja podemos provar muitos teoremas sobre a
l6gica proposicional. Uma das primeiras descobertas na légica proposicional
moderna foi sua semelhancga com algebras.
Apds Boole, um estudo amplo das propriedades algébricas foi realizado por
muitos 1égicos. Os aspectos puramente algébricos tém desde entao sido estuda-
dos na chamada Algebm de Boole.

Apenas mencionaremos um pequeno numero dessas leis algébricas.

Teorema 1.3.1 As sequintes proposigoes sdo tautologias.

(Vi) Voo eV (Vo) (pVi)Ao oA Ao)
associatividade
eV oY Ve oAy o PAe
comutatiidade
eV(WAa) e (eVY)A(pVe) oA Ve) o (eAy)V(pAo)
distributividade
(VYY) o mp Ay (e AY) & mp VY
leis de De Morgan
pVpae phpsae

tdempoténcia

lei da dupla negagao

Demonstragdo. Verifique a tabela verdade ou faga alguns calculos. E.g. a lei de
De Morgan: [~(¢V¢)l =1 [Vl =0& [¢] = [¢] =0 [~¢] = [-¢] =
le[-eAn-y] =1

Logo [-(¢ V)] = [-eAv] para todas as valoracdes, i.e. = = (V) ¢ g A,
As tautologias restantes sao deixadas ao leitor. d
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Para aplicar o teorema anterior em “cédlculos 16gicos” precisamos de mais
algumas equivaléncias. Tsso é demonstrado na simples equivaléncia = ¢ A (¢ V
1) & ¢ (exercicio para o leitor). Pois, pela lei da distributividade = ¢ A (¢ V
V) (eNe)VieAd)elE (e Ap) V(e AY) < ¢V (¢ Ath), por idempoteéncia
e pelo teorema da substitui¢do. Logo E ¢ A (g V) & ¢V (¢ A ). Uma
outra aplicacao da lei da distributividade nos levard de volta ao inicio, portanto
apenas aplicando-se as leis acima nao nos permitira eliminar !

Listamos portanto mais algumas propriedades convenientes.

Lema 1.3.2
Se Ee =, entdo EpAY &
FeVi ey

Demonstragdo. Pelo Exercicio 6 da secao 1.2 = ¢ — ¢ implica que [¢], < [¢¥].

para toda valoragio v. Logo [¢ A ¢], = min([¢]y, [¥]s) = [¢lv € [¢ V ¢ =
max([e¢ly, [¥]s) = [¥]v para toda v. O

Lema 1.3.3
(@) Fe = FeApey
) Ee = E-eViey

Demonstragdo. Deixo ao leitor. a

O teorema a seguir estabelece algumas equivaléncias envolvendo vérios conec-
tivos. Ele nos diz que podemos “definir” a menos de equivaléncia légica todos
os conectivos em termos de {V, =}, ou {—, -}, ou {A, -}, ou {—, L}.

Ou seja, podemos encontrar e.g. uma proposi¢ao envolvendo apenas V e =, que
é equivalente a ¢ <> 9, etc.

Teorema 1.3.4

a) Epey)e(e2y) AW —y),
b) E (¢ =) & (me V),

c) FEeVie (p—=v),

d) EeVi e a(-e ),

e) EeAY e a(neVay),

f) E-vo(p—1),

g) ELopA-e

Demonstragao. Calcule os valores-verdade das proposicoes a esquerda e das
proposicoes a direita. a

Agora temos material suficiente para lidar com légica como se fosse dlgebra.
Por conveniéncia escrevemos ¢ & 1) para designar = ¢ <> 1.

Lema 1.3.5
~ ¢ uma relagao de equivaléncia sobre PROP, i.e.

¢ ~ ¢ (reflezividade),
Y => PR (simetria),
prRYepro = = o (transitividade).

Demonstragdo. Use = ¢ ¢ 9 sse [¢]l, = [¢]v para toda v. O
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Vamos dar alguns exemplos de cdlculos algébricos que estabelecem uma
cadeia de equivaléncias.

LE(p— (W= 0) & (pA¥— o),

b (b o)~ meV(p el (134(0))
V(Y —>0o) = -V (- Ve), (1.3.4(b) e teor. subst.)
—eV (Vo) = (neV-yg) Ve, (associatividade)
(meV-Y)Vo =~ =(pAY)Vo (De Morgan e teor. subst.)
CeAYVe m (AY) s (134(0))
Logop = (¥ = 0) = (pAy)—o.

Agora deixamos de fora as referéncias aos fatos utilizados, e formamos
uma longa cadeia. Basta calcular até atingirmos uma tautologia.

2. E(p—=1) & (Y- e),
YR Ve R Y Vop R VY R e oY

3. Ee—= -y,
o= =) Rp V(P Ve)R(mp V)V

Vimos que V e A sao associativos, porisso adotamos a convencao, também usada
em algebra, de omitir parénteses em disjuncoes e conjuncoes iteradas; ou seja,
escrevemos @1 VpaVpsVpy, ete. Isso é correto, pois independentemente da forma
como recuperarmos (corretamente do ponto de vista sintdtico) os parénteses, a
férmula resultante é determinada unicamente a menos de equivaléncia.

Sera que até esse ponto introduzimos todos os conectivos? Obviamente nao.
Podemos facilmente inventar novos conectivos. Aqui vai um famoso, introduzido
por Sheffer: | designa “nao é verdade que ambos ¢ e ¢ sdo verdadeiros”. Mais
precisamente: ¢l é dado pela seguinte tabela-verdade:

[ 101
barra de Sheffer 0111
111710

Vamos dizer que um conectivo 1dgico n-ario $ é definido por sua tabela-
verdade, ou por sua fun¢do de avaliacdo, se [$(p1,...,pn)] = f([p1],-- -, [Pn])
para alguma funcao f.

Embora possamos aparentemente introduzir muitos conectivos novos dessa forma,
nao ha surpresas em estoque nos esperando, pois todos aqueles conectivos sao
definiveis em termos de V e —:

Teorema 1.3.6 Para cada conectivo n-drio $ definido por sua fungao de
avaliagdo, existe uma proposicao T, contendo apenas pi1,...,pn, V e =, tal que
EreS$(pr,.., o)

Demonstragdo. Por inducgao sobre n. Para n = 1 existem 4 conectivos possiveis
com tabelas-verdade

$
010 0|1 010 0|1
1 1 1 1

it
5|
N
L)
w
A
=
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Facilmente se verifica que todas as proposicées —(pV-p), pV-p, p € —p atenderdo
aos requisitos.
Suponha que para todos os conectivos n-arios foram encontradas as proposicgoes.

Considere $(p1,...,Pn, Pnt1) com a tabela-verdade:
PL_ P2 - Pn Pat1 S(P1, .-, PnyPat1)
0 0 0 0 At

. 0 1 19
0 1
. 1 1
0 .
1
1 O onde 7 < 1.
0
1 0
. 0 .
1 1 0
11 .

Consideramos dois conectivos auxiliares $; e $5 definidos por

$1(p2, - Pnt1) = (L, p2, .-, Pnt1) €
$2(p2, - Pnt1) = $(T,p2, .-, Pny1) onde T =L
(como foi dado pelas metades superior e inferior da tabela acima).
Pela hipdtese da indugao existem proposicoes o1 e o2, contendo apenas
P1y- -, Png1, Ve o tal que |=8i(pa, ..., pay1) & 0i
A partir daquelas duas proposi¢oes podemos construir a proposicao 7:
7= (p1 = p2) A (=p1 = 1),
Alegagdo = $(p1, ..., pny1) & T.
Se [p1]v = 0 entdo [p1 — o2]s = 1, logo []s = [-p1 = o1]v = [o1]s =
[$1(p2, - -y Pas1)]o = [8(p1,p2, - -, Prg1)]w, usando [pi], = 0= [L]..
O caso [p1]s = 1 é semelhante.
Agora exprimindo — e A em termos de V e = (1.3.4), temos [7'] = [$(p1, - - -, Pnt1)]
para todas as valoragdes (um outro uso do lema 1.2.3), onde 7 & 7 e 7/ contém
apenas os conectivos V e —. d

Para uma outra solugao veja o Exercicio 7.

O teorema acima e o teorema 1.3.4 sao justificagdes pragmaticas para nossa
escolha da tabela-verdade para —: obtemos uma teoria extremamente elegante
e util. O teorema 1.3.6 é usualmente expresso dizendo-se que V e = formam um
conjunto funcionalmente completo de conectivos. Igualmente A, = e —, = e L,
— formam conjuntos funcionalmente completos.

Por analogia com ) e [] de dlgebra, introduzimos disjun¢des e conjuncdes
finitas:
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Definig¢ao 1.3.7

/\%’ = %o \/Sﬁi = o

i<0 i<0
/\ T /\Soz' A Png1 \/ w; = \/ @i V @nt1
i<n+1 i<n i<n+1 i<n

Defini¢ao 1.3.8 Se ¢ = /\ \/ wij, onde @;; € atémica ou a negagdo de um

dtomo, entdo ¢ € uma forma normal conjuntiva. Se ¢ = \/ /\ ©ij, onde ;;
i<nj<m;

€ atomica ou a negag¢do de um dtomo, entdo ¢ é uma forma normal disjuntiva.

As formas normais sao analogas as bem-conhecidas formas normais em édlgebra:
az? + byx é “normal”, enquanto que z(azx + by) nao é. Pode-se obter formas
normais simplesmente “multiplicando”, i.e. aplicacao repetida de leis distributi-
vas. Em dlgebra existe apenas uma “forma normal”; em 1égica existe uma certa
dualidade entre A e V, de tal forma que temos dois teoremas da forma normal.

Teorema 1.3.9 Para cada o existem as formas normais conjuntivas o™ e as
formas normais disjuntivas @V, tais que = ¢ < " e = < VY.

Demonstragdo. Primeiro elimine todos os conectivos exceto 1L, A, V e =. Entao
demonstre o teorema por indugao sobre a proposicao resultante na linguagem
restrita a L, A, V e . Na verdade L nao tem qualquer papel nesse cenario;
poderia muito bem ser ignorado.

(a) ¢ é atomica. Entdo ¢" = ¢¥ = ¢.
(b) ¢ = Ao. Entdo " = ¢ Acdland.

Para obter uma forma normal disjuntiva consideramos ¢V = \/ 45, ¢¥ = \/ 0;,
onde os ¥;’s e 0s 0;’s sdo conjungoes de dtomos e negagdes de atomos.
Agorap =y Ao~ Y AoV %\/(1/%/\0']-).
i,J
A 1iltima proposigio estd na forma normal, logo dizemos que @Y é essa
férmula.

(€) ¢ = ¥ Ao. Semelhante a (b).
(d) ¢ = —. Por hipétese da indugao 9 tem formas normais ¢V e ™.

P ot SV A 2 AV iy & AV, onde g = by jose i
¢ atomica, e 1;; = _'MJ se 1; ; é a negacdo de um dtomo. (Observe que
——; ; & ¢ j.) Claramente A\ 4] ; estd na forma normal conjuntiva para ¢.
A forma normal disjuntiva é deixada para o leitor.

Para uma outra demonstracao dos teoremas da forma normal veja Exercicio

7. d

Olhando para a algebra da légica no teorema 1.3.1, vimos que V e A se
comportaram de uma maneira semelhante, a ponto de que as mesmas leis se
verificam para ambos. Vamos tornar essa ‘dualidade’ mais precisa. Para esse
propdsito consideramos uma linguagem com apenas os conectivos V, A e —.
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Defini¢ao 1.3.10 Defina um mapeamento auxiliar * : PROP — PROP re-
cursivamente da seguinte forma

©* = -~ se p é atomica,
(P AY) = " VY,
(pVe) = " Ay,
(_|SD)* = -~

Ezemplo.  ((po A =p1) V p2)* = (po A—p1)* Aps = (p5V (-p1)*) A —p2 =
(mpo V —p1) A—p2 = (—po V —p1) A—pa & (—po V p1) A —pa.

Note que o efeito da tradugao “+” resume-se a tomar a negacao e aplicar as

leis de De Morgan.

Lema 1.3.11 [¢*] = [~¢]-

Demonstragdo. Inducao sobre ¢. Para ¢ atomica [¢*] = [-¢].
[(pne)]=l¢" ver] = [e V4] =[-(eA¥)]

[(¢ V ¥)*] e [(—¢)*] sdo deixados ao leitor. O
Coroldrio 1.3.12 £ ¢* < —p.

Demonstragdo. Imediata do Lema 1.3.11. O

Até agora nao é bem a dualidade que procuramos. Na verdade desejamos
apenas intercambiar A e V. Por isso introduzimos uma nova funcao de tradugao.

Definigao 1.3.13 A fungao de tradugio ¢ : PROP — PROP é recursivamente
definida por

@? =  para ¢ atomica,
(eAy)? = @tV
(evy)t = p?Ael,

()t = -l

Teorema 1.3.14 (Teorema da Dualidade) = ¢ < ¢ & | p? & ¢d,

Demonstragao. Usamos a traducao “*¥” como um passo intermedidrio. Vamos

introduzir a nocao de substituicao simultanea para simplificar a demonstracao:
[Te,- -, Tn/Po,--.,pn] é obtida substituindo-se p; por 7; para todo i < n si-
multaneamente (veja Exercicio 15). Observe que ¢* = ¢%[=pq, ..., —pa], logo
©*[=po, ..., pn] = ©%[==po, ..., = Pa/Po, . . ., Pn], onde os dtomos de ¢ ocor-
rem entre pq, ..., Pn.

Pelo Teorema da Substituigao = ¢¢ < ¢*[=po,..., = Pn/Po,---,pPa]. A
mesma equivaléncia se verifica para .

Pelo Coroldrio 1.3.12 | ¢* ¢ —p, E ¥* < -, Como E ¢ < 9, temos
também = —p <> =), Logo | ¢* ¢ ¢*, e portanto = ¢*[—po, ..., 7pn/Po, - - -, Pn] &
©*[=po, -, 7Pal/Pos - -, Pul-

Usando a relagio acima entre ¢? e ¢* obtemos = ¢? - ?. A reciproca
segue imediatamente, pois %4 = . O

O Teorema da Dualidade nos da gratuitamente uma identidade para cada
identidade que estabelecemos.
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Exercicios

1. Demonstre por meios ‘algébricos’
E (¢g—=v) & (-v = ), Contraposigdo,
E (g—=Y)A (W = 0) = (¢ = o), transitividade da —,
E o (p—=> (WA-Y) = e,
F(p—=p) =,
F e Ay,
F o= —=eny),
E (¢ = ¥) = @) = ¢. Lei de Peirce.

2. Simplifique as seguintes proposi¢des (i.e. encontre uma proposi¢do equiv-
alente mais simples).

(@) (p=v)Ae, () (p) Vo (o) (p = 4) =9,
d) = (pAg), () (pAP) Ve, (f)(p—=y)—¢

3. Mostre que { =} nio é um conjunto de conectivos funcionalmente com-
pleto. Tdem para {—, V} (sugestdo: mostre que para cada férmula ¢ com
apenas — e V existe uma valoragio v tal que ], = 1).

4. Mostre que a barra de Sheffer, |, forma um conjunto funcionalmente com-
pleto (sugestdo: = ¢ < ¢le).

5. Mostre que o conectivo | (¢ nem ), com fungio de valoracio [¢ | ¥] = 1
sse [¢] = [¥] = 0 forma um conjunto funcionalmente completo.

6. Mostre que | e | sdo os tunicos conectivos binarios $ tais que {$} é fun-
cionalmente completo.

7. A completude funcional de {V,=} pode ser demonstrada de uma forma
alternativa.
Seja $ um conectivo n-4rio com fungao de valoragao [$(pi1,...,pn)] =
F(Ipal, - - -, [pa]). Queremos encontrar uma proposicao 7 (em {V,—}) tal
que [r] = f(Ip1], - -, [pal)-
Suponha que f([pi],-..,[pn]) = 1 ao menos uma vez. Considere todas
as uplas ([pi],...,[pn]) com f([pil, ..., [pn]) = 1 e forme as conjun¢des
correspondentes p; Apa A ... A P, tais que p; = p; se [pi] = 1, pi = —p; se
[p:] = 0. Entao mostre que = (PrAPEIA. . .APL)V.. . V(PFAPEA. .. APE) &
$(p1,...,pn), onde a digjuncio é tomada sobre todas as n-uplas tais que
f(’]:pl]]a R ’Ipn]]) =1
Alternativamente, podemos considerar as uplas para as quais
F(Ipal, - - -, [pa]) = 0. Preencha os detalhes. Note que esta demonstragao
da completude funcional prova ao mesmo tempo os Teoremas da Forma
Normal.

8. Seja o conectivo ternario $ definido por [$(¢1,¢2,¢3)] = 1 < [e1] +

[e2] + [es] > 2 (o conectivo ‘maioria’). Exprima $ em termos de V e —.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Seja o conectivo binario # definido pela tabela| 0 | 0 | 1

Exprima # em termos de V e —.

Determine as formas normais conjuntivas e disjuntivas para —(¢ < ),
(b =4) =) =4, (p = (e A)) A (Y = (P A=p)).

Dé um critério para que uma forma normal conjuntiva seja uma tautologia.

Demonstre que /\goi \Y /\ Y~ /\ (pi V) e

js<m
Verr Ve V (eenvs)
i<m

O conjunto de todas as valoragoes, visto como o conjunto de todas as
sequéncias 0-1, forma um espago topoldgico, o chamado espaco de Cantor
C. Os conjuntos abertos basicos sao unides finitas de conjuntos da forma

{vllpdv = = IpiJv = Ve lpilv = - = [pinJo = 0}, ix # jp para

k<n;p<m.
Defina uma fun¢ado [ | : PROP — P(C) (subconjuntos do espago de
Cantor) por: [¢] = {v | [¢lo =1}

(a) Mostre que [¢] é um conjunto aberto bésico (que também §é

fechado),
(b) [Ve] = [el U [¥]; [ A 4] = [l N W] [-¢] = [e]”,
CEreld=Clll=06kF¢—y el c V]

Estenda o mapeamento para conjuntos de proposicdes I' por
[T]={v | [¢]s = 1 para todo ¢ € T'}. Note que [I'] é fechado.

@) TE¢ e TIC vl
Podemos ver a relagio |= ¢ — ¥ como uma espécie de ordenacgao. Ponha
pCY=FpardelFEd e

(i) para cada ¢, ¢ tais que ¢ C 9, encontre ¢ com ¢ C o C ¢,

(ii) encontre @1, ¢2,¢3,..., tais que o1 Cwa C s C pa C .. .,

(iii) mostre que para cada ¢, 1) com ¢ e 1) incompardveis, existe pelo menos

um o com @, C 0.

Dé uma definicao recursiva da substituicao simultanea.
o1, ..o, ¥n/p1, ..., pn] e formule e demonstre o andlogo apropriado do
Teorema da Substituicio (teorema 1.2.6).
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1.4 Deducao Natural

Nas secoes precedentes adotamos a visao de que a 1égica proposicional é baseada
nas tabelas-verdade, i.e. olhamos para a ldgica do ponto de vista semantico.
Essa, entretanto, nao é a unica visao possivel. Se se pensa em légica como
uma codificacdo do raciocinio (exato), entdo ela deveria permanecer préxima a
pratica de se fazer inferéncia, ao invés de se basear na nocao de verdade. Agora
exploraremos a abordagem nao-semantica, definindo um sistema para derivar
conclusoes a partir de premissas. Embora essa abordagem seja de natureza
formal, i.e. se abstenha de interpretar os enunciados e as regras, é aconselhavel
manter em mente alguma interpretagao. Vamos introduzir um nimero de regras
de derivacao, que sao, até certo ponto, os passos atémicos em uma derivagao.
Essas regras de derivagdo sio concebidas (por Gentzen), para reproduzir o sig-
nificado intuitivo dos conectivos tao fielmente quanto possivel.

Existe um pequeno problema, que ao mesmo tempo é uma grande van-
tagem, nomeadamente: nossas regras exprimem o significado construtivo dos
conectivos. Essa vantagem nao serd explorada agora, mas é bom guarda-la na
memoria quando lidamos com légica (a vantagem é explorada na légica intu-
icionistica).

Um exemplo simples: o principio do terceiro excluido nos diz que = ¢ V -,
i.e., assumindo que ¢ é um enunciado matematico definido, ou ele ou sua negacao
deve ser verdadeiro(a). Agora considere um determinado problema ainda nao
resolvido, como por exemplo a Hipdtese de Riemann, chame-a R. Entao ou R é
verdadeiro, ou =R é verdadeiro. Entretanto, nao sabemos qual dos dois é ver-
dadeiro, portanto o conteiddo construtivo de RV =R é nulo. Construtivamente,
seria necessario um método para encontrar qual das alternativas se verifica.

O conectivo proposicional que tem um significado bem diferente em uma
abordagem construtiva e em uma abordagem nao-construtiva é a disjuncao. Por
conseguinte restringimos nossa linguagem no momento aos conectivos A, —, e
1. Essa ndo é uma restri¢do real pois {—, L} é um conjunto funcionalmente
completo.

Nossas derivacoes consistem de passos muito simples, tais como “de ¢ e
@ — 9 conclua 7, escrito da seguinte forma:

@ =Y
"

As proposicoes acima da linha sao premissas, e a que esta abaixo da linha

é a conclusdo. O exemplo acima eliminou o conectivo —. Podemos também
introduzir conectivos. As regras de derivacao para A e — sao divididas em

REGRAS DE INTRODUCAO REGRAS DE ELIMINACAO

(AI) u/\[ (AE) MAE mAE
eNY ®
[¢]
(1) op L #2Y
y Y
— 1
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Temos duas regras para 1, ambaseliminam |, mas introduzem uma férmula.

[—¢]
1
(L) =1 (RAA) °
© 1
= RAA
©

¢

Como de costume ‘¢’ é usada aqui como uma abreviagao para ‘@ — L.

As regras para A sao evidentes: se temos ¢ e 1) podemos concluir ¢ A1), e se
temos A1) podemos concluir ¢ (ou ¥). A regra de introdugdo para a implicagio
tem uma forma diferente. Ela enuncia que, se podemos derivar ¢ a partir de ¢
(como uma hipédtese), entdo podemos concluir ¢ — % (sem a hipdtese ¢). Isso
esta de acordo com o significado intuitivo da implicacao: ¢ — 1 significa que
“ib segue de ¢”. Escrevemos a regra (— I) na forma acima para sugerir uma
derivacao. A notacao ficara mais clara depois que tivermos definido derivacoes.
Por enquanto escreveremos as premissas de uma regra na ordem que parece mais
apropriada, e mais tarde seremos mais exigentes.

A regra (— E) também é evidente considerando o significado da implicagio.
Se ¢ é dado e sabemos que 1 segue de ¢, entao temos também . A regra do
falsum, (L), expressa que a partir de um absurdo podemos derivar qualquer
coisa (em latim ex falso sequitur quodlibet), e a regra de reductio ad absurdum,
(RAA), é uma formulagio do principio da prova por contradi¢do: se se deriva
uma contradicao a partir da hipdtese =, entao tem-se uma derivacao de ¢
(sem a hipdtese =g, é claro). Em ambos (— I) ¢ (RAA) as hipiteses desa-
parecem, e isso é indicado por um trago riscando a hipdtese. Dizemos que a
hipdtese é cancelada. Vamos abrir um parénteses aqui e falar um pouco sobre
o cancelamento de hipdteses. Primeiramente consideremos a introdugao da im-
plicacao. Existe um teorema bem conhecido em geometria plana que enuncia
“se um triangulo é isdsceles, entao os angulos opostos aos lados iguais sao iguais
entre si” (Elementos, de Euclides, Livro I, proposi¢do 5). Isso é demonstrado
da seguinte maneira: supomos que temos um triangulo isdsceles e entao, em
um certo nimero de passos, deduzimos que os angulos na base sao iguais. Dai
concluimos que os angulos na base sdo iguais se o triangulo € isdsceles.

Pergunta 1: ainda precisamos da hipdtese de que o triangulo é isdsceles?
E claro que nao! Incorporamos, por assim dizer, essa condicdo no enunciado
propriamente dito. E precisamente o papel dos enunciados condicionais, tais
como “se chover usarei meu guarda-chuva”, para se livrar da obrigacao de re-
querer (ou verificar) a condi¢gdo. Em resumo: se podemos deduzir ¢ usando a
hipdtese ¢, entdo ¢ — 9 é o caso sem a hipdtese ¢ (pode haver outras hipdteses,
obviamente).

Pergunta 2: é proibido manter a hipdtese? Resposta: nao, mas ela é clara-
mente supérflua. Na verdade em geral sentimos que as condigoes supérfluas
sao confusas ou até mesmo enganosas, mas isso é muito mais uma questao da
psicologia da resolucao de problemas do que de légica formal. Normalmente
queremos o melhor resultado possivel, e é intuitivamente claro que quanto mais
hipdteses enunciamos para um teorema, mais fraco é o nosso resultado. Por
conseguinte cancelaremos, via de regra, tantas hipéteses quanto possivel.

No caso do reductio ad absurdum também temos que lidar com o cancela-
mento de hipdteses. Novamente, vamos considerar um exemplo.



30 CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL

Em Anilise introduzimos a nocdo de seqiiéncia convergente (ay) e posteri-
ormente a nogio “a é um limite de (a,)”. O préximo passo é demonstrar que
para cada sequéncia convergente existe um tdnico limite; estamos interessados
na parte da demonstracao que mostra que existe no maximo um limite. Tal
demonstracao pode se processar da seguinte maneira: assumimos que existem
dois limites distintos a e a’, e a partir dessa hipdtese, a # a’, derivamos uma con-
tradi¢ao. Conclusio: a = a’. Nesse caso desprezamos a hipdtese a # a’, dessa
vez ndo é o caso de ser supérflua, mas de estar em conflito! Logo, tanto no caso
de (— I) quanto no de (RAA), é pratica segura cancelar todas as ocorréncias
da hipdtese em aberto.

Para dominar a técnica da Deducao Natural, e para se familiarizar com a
técnica de cancelamento de hipdteses, nada melhor que olhar para alguns casos
concretos. Portanto, antes de proceder & nocao de derivagao, consideremos
alguns exemplos.

1 1 2 1
[ A Y] N [Mi/»] N [¢] [sj—u] e
Y L. n —— .
YA (p—=1)—>1
SR S— Ny
eANY > p A p=((p—1)=1)
1
o A 0] o o= (@ = o)
2 (22
i AE i i =
111 v w—m_)E
(e
E—
eANY >0
— Iy

(=W —0))= (A —0)

Se usarmos a abreviacao usual ‘¢’ para ‘¢ — L’, podemos trazer algumas
derivagdes para uma forma mais conveniente. (Recordemos que - e ¢ — L,
como foram dados em 1.2, sdo semanticamente equivalentes). Reescrevemos a
derivacao II usando a abreviagao:

[e]® [l N

i

—|—|s0
— Iy
= mp

No exemplo seguinte usamos o simbolo de negacao e também o de bi-implicacao;
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¢ e Ppara (p = Y) A (Y = ).

[pernp]®
———— AE
[e]* P e mg)?
- — E — AE
—p le]! [#)? p—agp
—E —_— . E
L lper-e]® ol Bk
1A% — =0 ——— AE SE
—p = L
—F — =1
¢ —p
—E
L
—_— I,
“(pee)

Os exemplos nos mostram que derivacoes tém a forma de arvores. Mostramos
as arvores abaixo:

°
°
11
° °
$ v
°
°

Pode-se também apresentar derivagdes como cadeias (lineares) de proposigoes:
permaneceremos, entretanto com a forma de arvore, e a idéia é que aquilo que
vem naturalmente na forma de arvore nao deveria ser colocado numa cadeia.

Agora temos que definir a nogao de derivagdo em geral. Usaremos uma
definicao indutiva para produzir arvores.
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!
D DD
! /
Notagdo. se g, o sao derivagdes com conclusoes ¢, ¢’, entao %, Sol/)@ sa0
derivagdes obtidas aplicando-se uma regra de derivagdo a ¢ (e a ¢ e ¢'). O
cancelamento de uma hipdtese é indicado da seguinte maneira: se 0 é uma
[¢]
D
derivacao com hipdtese 1), entao % é uma derivagao com 1 cancelada.

Com respeito ao cancelamento de hipdteses, observamos que nao se cancela
necessariamente todas as ocorréncias de uma tal proposicao . Isso é claramente
justificado, pois nota-se que ao adicionar hipdteses nao se faz com que uma
proposicao seja inderivavel (informagao irrelevante pode sempre ser adicionada).
E uma questao de prudéncia, entretanto, cancelar tanto quanto possivel. Por
que prosseguir com mais hipdteses do que o necessario?

Além do mais, pode-se aplicar (— I) se ndo ha hipdtese disponivel para o

cancelamento e.g. — I é uma derivagdo correta, usando apenas (— I).

2
Para resumir: dadl/a unfa arvore de derivacao de i, obtemos uma &arvore de
derivagdo de ¢ — 9 (ou 9) no fundo da arvore e cancelando algumas (ou todas)
as ocorréncias, e cancelando algumas (ou todas) as ocorréncias, se existe alguma,
de ¢ (ou =) localizada no alto da arvore.

Algumas palavras sobre o uso pratico da deducao natural: se vocé deseja
construir uma derivacdo para uma proposicdo é aconselhavel conceber algum
tipo de estratégia, tal qual num jogo. Suponha que vocé quer mostrar que
(¢ = (¥ = o)) = (pAY — o) (Exemplo ITI), entdo (como a proposi¢do é uma
férmula implicacional) a regra (— I) sugere a si prépria. Portanto tente derivar
¢ Ao a partir da hipdtese ¢ — (¢ = o). Agora sabemos onde comecar e para
onde ir. Para usar ¢ — (¢ — o) desejamos ter ¢ (para aplicar (= E)). Por
outro lado desejamos derivar o a partir de ¢ A, logo podemos usar ¢ Ay como
uma hipétese. Mas disso podemos imediatamente obter ¢. Agora uma aplicagao
de (= FE) resulta em ¢y — o. Novamente precisamos de algo para “quebrar
1 — o em suas partes menores”; isso é claramente . Mas ¢ é fornecido pela
hipdtese ¢ A ¢p. Como resultado, obtivemos ¢ — tal qual desejdvamos. Agora
algumas regras de introducgao produziao o resultado desejado. A derivagao ITI
mostra em detalhe como construir a derivacao resultante. Depois de se construir
um certo nimero de derivagoes adquire-se a convicgao pratica de que se deve
primeiramente quebrar as proposicoes em suas partes menores na diregao de-
baixo-para-cima, e entao constrdi-se as proposicoes desejadas juntando-se as
partes resultantes de maneira apropriada. Essa conviccao pratica é confirmada
pelo Teorema da Normalizagdo, para o qual retornaremos mais adiante. Ha um
ponto que tende particularmente a confundir principiantes:

[#] [~¢]

1 ¢ 1
— =1 — RAA
B4 v

se parecem muito. Sao ambas casos particulares de Reductio ad absurdum? Na
verdade a derivacdo & esquerda nos diz (informalmente) que a suposigio de ¢
leva a uma contradigao, logo ¢ nao pode ser o caso. Isso é em nossa terminologia
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o significado de “nao ¢”. A derivacao a direita nos diz que a suposicao de —p
leva a uma contradicdo, portanto (pelo mesmo raciocinio) - ndo pode ser o
caso. Logo, pelo significado da negagao, obteriamos apenas ——g. Nao estd
de forma alguma claro que =—yp é equivalente a ¢ (de fato, isso é rejeitado
pelos intuicionistas), logo essa é uma propriedade extra de nossa légica. (Isso
é confirmado num sentido técnico: ——¢ — ¢ nao é derivavel no sistema sem
RAA))

Retornamos agora as nogoes tedricas.

Defini¢ao 1.4.1 O conjunto de derivagdes é o menor conjunto X tal que

(1) A arvore de um tnico elemento ¢ pertence a X para toda ¢ € PROP.

7
D D ] D D
(2A) Se , , € X entao p ¢ €X.
Y ¥ /
AP
D D D
Se € X,entao p AV, pAY € X.
pAY
@ ¥
[¢]
4 N D
(2—) Se p € X, entdo " € X.
4 =Y
DD D D’
Se | € X entao ¢ o= €X.
g = Lot

Y
D
D
(21) Se 1 € X, entao L € X.

¥
, [~¢]
-
D
Se D € X, entao € X.
4L
1 —
¥

A férmula no final de uma derivagao é chamada de conclusao da derivagao.
Como a classe das derivagoes é indutivamente definida, podemos reproduzir os
resultados da secao 1.1.

E.g. temos um principio da indugao sobre D: seja A uma propriedade. Se
A(D) se verifica para derivacdes com apenas um elemento e A é preservada sob
as cldusulas (2A), (2 =) e (21), entdo A(D) se verifica para todas as derivagdes.
Igualmente podemos definir fungoes sobre o conjunto de derivagoes por recursao

(cf. Exercicio 6, 7, 9).

Definicao 1.4.2 A relacao I' - ¢ entre conjuntos de proposicoes e proposicoes
é definida por: existe uma derivagao com conclusao ¢ e com todas as hipdteses
(ndo canceladas) em T'. (Veja também o Exercicio 6).
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Dizemos que ¢ é derivdvel a partir de I'. Note que pela definicao T' pode
conter varias “hipoteses” supérfluas. O simbolo F é chamado de roleta.

Se T' =, escrevemos F ¢, e dizemos que ¢ é um teorema.

Poderiamos ter evitado a nogao de ‘derivacao’ e ao invés dela ter tomado a
nocao de ‘derivabilidade’ como fundamental, veja Exercicio 10. As duas nocoes,
entretanto, sao intimamente relacionadas.

Lema 1.4.3

(a) TrhesepeTl,

ke, I'EY =>TUTF oA,
FrFeAYy=>ThHeel k),
FTuepkFy=TFe—=1,

T, T'Fe ¢ = TUT 4,
'Ll =TFe,
TU{—p}F L =Tk .

e
ol

ae
=

Demonstragao. Imediata a partir da definicao de derivagao. d

Agora vamos listar alguns teoremas. — e ¢ sao usados como abreviagoes.

Teorema 1.4.4
) Fe—(¥—e),

(
(2) Foe—= (e —=v),
(3) Fle—=v) = (=)= (p— o)),
(4) Fle—=9) & (¢ = -p),
() F-mp oo,
6) Fle—= W —=0)e(pAY— o),
() FLle(pna-e).
Demonstragdo.
1 [l [=¢] N
7] — 1T iJ_
1 Yo ¥
— T — 5
= (¥ =) —p =1
— b
= (me = ¢)
[e]! [s@—H/)]S_)E 2
(2 (¥ — o] N
3. 7 -1
e
— Iy
(b= 0) = (p—>o0)
— I3

(¢ =) = (¥ 2 0) = (p—0))

4. Para uma diregdo, substitua ¢ por L em 3, entdo F (¢ = ¥) = (-¢ = —p).
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Reciprocamente:

4] [ = =)
%

, 02
@ [@]_}E

L
Z RAA,

P

—)Ig
=Y

(=Y = —p) = (p = )
D D’

— I3

Portanto agora temos (¢ — ¢) — (=) — —) (= = =) = (¢ = ¥)

(p = ¥) & (¢ = —p)

5. Ja demonstramos ¢ — =g como um exemplo. Reciprocamente:

[=e]"  [me)” N

L
— RAA,

14
— Ig
O resultado agora segue imediatamente. Os niimeros 6 e 7 sao deixados para o
leitor. O

O sistema delineado nesta secao é chamado de “calculo de deducao natural”
por uma boa razao. Isto é: sua forma de fazer inferéncias corresponde ao
raciocinio que usamos intuitivamente. As regras apresentam meios pelos quais
se pode quebrar férmulas, ou junta-las. Uma derivacao entao consiste de uma
manipulacao habilidosa das regras, cujo uso é usualmente sugerido pela forma
da féormula que desejamos provar.

Discutiremos um exemplo de modo a ilustrar a estratégia geral de construcao
de derivacoes. Vamos considerar a reciproca do nosso exemplo anterior III.

Para provar (¢ Ay = o) = (¢ = (¥ — o)) existe apenas um 1nico passo
inicial: supor ¢ A9 — o e tentar derivar ¢ — (¢ = o). Agora podemos olhar
para a suposigao ou para o resultado desejado. Vamos considerar a tltima opgao
inicialmente: para provar ¢ — (¢ — o), devemos supor ¢ e derivar ¢ — o, mas
para esse ultimo caso devemos supor ¢ e derivar o.

Logo, podemos supor ao mesmo tempo ¢ Ay — o, ¢ e 1. Agora o procedi-
mento sugere a si préprio: derive ¢ A i) a partir de ¢ e ¥, e o a partir de p AP
e PNy —o0.

Colocando tudo junto, obtemos a seguinte derivacao:

2 1
le]”  [¢] N
e AY [e Ay — o]
— F
(o2
—)[1
Y=o
I
o= (Y —o0)
—)I3

(pAY=0) = (p—= (b —0)
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Se tivéssemos considerado primeiro ¢ A ¢ — o, entao a unica maneira de
seguir adiante seria adicionar ¢ A ¢ e aplicar — E. Agora ¢ A 1 ou permanece
como uma suposicao, ou é obtida a partir de uma outra coisa. Imediatamente
ocorre ao leitor derivar ¢ A1) a partir de ¢ e 9. Mas agora ele tera que construir
a derivacao que obtivemos acima.

Por mais simples que esse exemplo pareca, existem complicagoes. Em par-
ticular a regra de reductio ad absurdum nao é nem de perto tao natural quanto
as outras regras. Seu uso tem que ser aprendido praticando-se; além disso uma
certa habilidade para perceber a distingao entre o construtivo e o nao-construtivo
sera 1til quando se vail tentar decidir quando usa-la.

Finalmente, recordamos que T é uma abreviacdo de =L (i.e. L — L).

Exercicios

1. Demonstre que as seguintes proposi¢oes sao derivaveis.

(@) =, (d) (= 9) & (Y,
(b)) L—=w, (6) (pAY) & =(p— 9,
(c) =(pA-p), (f) e—={—=enY).

2. Idem para

(p = —p) = o,

(p = (b= 0)) & (¥ = (p—0)),
(o =) A(p = =) = o,

(p =)= (g = (¥ = 0a) = (¢ = 0)).

3. Demonstre que

a) @k =(=pAY), (d) Fe=>F¢—o,
(b) —leA—¥), ok, (e) =@k o—.
() =@k (p—1) e,

4. Demonstre que F ((¢ = ¥) = (¢ = ) = ((¢ = (¥ = 7)),
Flle =) = @) =)

5. Demonstre que ' o = TUA | ¢,
The A gkg=TUAF .

6. Dé uma defini¢ao recursiva da fung¢ao Hyp que associa a cada derivagao
D seu conjunto de hipdteses Hyp(D) (trata-se de uma nogao mais estrita
que a nocao apresentada na definicao 1.4.2, pois esta refere-se ao menor
conjunto de hipdteses, i.e. hipdteses sem ‘lixo’).

7. Anélogo ao operador de substituicao para proposi¢oes definimos um op-
erador de substitui¢do para derivagdes. D[p/p] é obtida substituindo-se
cada ocorréncia de p em cada proposicao em D por . Dé uma definicao
recursiva de D[p/p]. Demonstre que D[y /p] é uma derivacdo se D é uma
derivagdo, e que ' - o = T[¢/p] F ol¢/p]. Observacdo: em muitos casos
se necessita de nogoes mais refinadas de substituicao, mas esta nos sera
suficiente.
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8. (Teorema da Substituicao) F (¢1 < ¢2) = (V[e1/p] & Y[e2/p]).

Sugestao: use inducao sobre ; o teorema também seguira como con-
seqliéncia do Teorema da Substitui¢do para |=, uma vez que tenhamos
estabelecido o Teorema da Completude.

9. O tamanho, (D), de umaderivacdo é o nimero de ocorréncias de proposicoes
em D. Dé uma defini¢do indutiva de #(D). Demonstre que se pode provar
propriedades de derivagoes por inducao sobre o seu tamanho.

10. Dé umadefinigio recursiva da relagio - (use a lista do Lema 1.4.3), demon-
stre que essa relacao coincide com a relacao derivada da Definicao 1.4.2.
Conclua que cada T' com ' F ¢ contém um A finito, tal que A F ¢
também.

11. Demonstre que

(a) FT,
) FepeolreeT,
() Fpeobkee L.

1.5 Completude

Nesta secao demonstraremos que “veracidade” e “derivabilidade” coincidem,
mais precisamente: as relagdes “=" e “F” coincidem. A parte facil da alegacao
é: “derivabilidade” implica em “veracidade”; pois derivabilidade é estabelecida
pela existéncia de uma derivacao. Essa ultima nocao é definida indutivamente,

portanto podemos demonstrar a implicagao por indugao sobre a derivacao.
Lema 1.5.1 (Corretude) ' ¢ = T | .

Demonstragao. Como, pela definicao 1.4.2, ' F ¢ sse existe uma derivacao D
com todas as hipdteses em I, é suficiente mostrar que: para cada derivacao D
com conclusdo ¢ e hipdteses em I' temos T' |= ¢. Agora usamos indugio sobre
D.

(caso base) Se D tem um elemento, entio evidentemente ¢ € T'. O leitor facil-
mente vé que T |= .

D/
(AT) Hipdtese da indugdo: e  slo derivagdes e para cada I', T contendo as

Yo
hipéteses de D, D', T o, TV | ¢.

D 24
Agora suponha que I'" contém as hipdteses de ¢ @’
A

Escolhendo T' e T’ de tal forma que sejam exatamente o conjunto de
hipdteses de D, D', vemos que T D TUT".

Logo T E ¢ e T E ¢'. Seja [¢], = 1 para toda ¢ € T”, entdo
[elo = [¢'Tv = 1, portanto [ A ¢'], = 1. Isso mostra que T = ¢ A ¢'.
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D

(AE) Hipétese da inducdo: para qualquer T' contendo as hipdteses de ’
w A
D

temos I' = ¢ A ¢. Considere um T contendo todas as hipéteses de ¢ A ¢

®
D
e ¢ A . Deixo ao leitor a demonstragdo de que ' Ep e T | 9.
Y
(= I) Hipdtese da indugdo: para qualquer T' contendo todas as hipdteses de
(]
¥
) D
D, T = 4. Suponha que T contém todas as hipSteses de . Agora
y P
o=

¥
I" U {p} contém todas as hipdteses de D, logo se [¢] = 1 e [x] = 1 para

P
toda y em T, entao [¢] = 1. Portanto a tabela-verdade de — nos diz que
[ — ¥] = 1 se todas as proposicdes em IV tém valor 1. Logo TV |= ¢ — 9.

(= E) Um exercicio para o leitor.

D
(L) Hipdtese da inducdo: paracada ' contendo todas as hipdtesesde | T | L.
1

Como [L] = 0 para todas as valoracdes, nao existe valoracio tal que
[¥] = 1 para toda ¥ € T. Suponha que I contém todas as hipdteses de
D

1 e suponha que T" [£ ¢, entao [¢] = 1 para toda ¢ € TV e [¢] = 0

2
para alguma valoragao. Como I'V contém todas as hipdteses da primeira

derivacao temos uma contradigao.

—p
(RAA) Hipdtese da inducdo: para cada T' contendo todas as hipdteses de D,
L

[=¢]

) D
temos T = L. Suponha que TV contém todas as hipdteses de e

L

©

suponha que TV [£ ¢, entdo existe uma valoragao tal que [¢] = 1 para
toda ¢ € TV e ] =0,1.e [-¢] = 1. Mas T =T’ U {—¢} contém todas
as hipdteses da primeira derivacdo e /] = 1 para toda ¢ € T”. Isto é
impossivel pois T |= L. Logo I = ¢. O

Esse lema pode nao parecer impressionante, mas ele nos permite mostrar que
algumas proposicoes nao sao teoremas, através simplesmente de uma demon-
stracao de que elas nao sao tautologias. Sem esse lema isso teria sido uma
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tarefa muito trabalhosa. Teriamos que mostrar que nao existe derivacio (sem
hipdteses) da proposigiao dada. Em geral isso requer profunda percepciao sobre a
natureza das derivagoes, o que esta além das nossas possibilidades no momento.

Ezemplos. t po, (¢ = ¢) > ¢ A,

No primeiro exemplo, tome a valoragdo constante 0. [po] = 0, logo
- po e portanto b pg. No segundo exemplo nos deparamos com uma meta-
proposicao (um esquema); estritamente falando ela ndo pode ser derivdvel (ape-
nas proposicdes reais podem). Por F (¢ — ) — ¢ A ¢ queremos dizer
que todas as proposi¢oes daquela forma (obtidas substituindo-se ¢ e 9 por
proposicdes reais, por exemplo) sdo derivaveis. Para refutd-la precisamos ape-
nas de uma instancia que nao é derivavel. Tome ¢ = 1) = pg. Para demonstrar
a reciproca do enunciado do Lema 1.5.1 precisamos de algumas novas nogoes. A
primeira tem uma histdria impressionante; trata-se da nogao de auséncia de con-
tradigao ou consisténcia. Foi transformada na pedra angular dos fundamentos
da matematica por Hilbert.

Definigao 1.5.2 Um conjunto I' de proposicoes é consistente se 't/ L.

Em palavras: nao se pode derivar uma contradicao a partir de I'. A con-
sisténcia de T pode ser expressa de vdrias outras formas:

Lema 1.5.3 As sequintes condigoes sdo equivalentes:
(i) T € consistente,
(i1) Para nenhuma ¢, T'F ¢ e T F -y,

(iii) FExiste pelo menos uma ¢ tal que T i .

Demonstragdo. Vamos chamar ' de inconsistente se [' = L, entao podemos
também provar a equivaléncia de

(iv) T é inconsistente,

(v)
)

(vi) T F ¢ para toda ¢.

Existe uma ¢ tal que T F p e T F =g,

(iv) = (vi) Suponha que T' I L, i.e. existe uma derivagdo D com conclusio
1 e hipdteses em T'. Pela regra (L) podemos adicionar uma inferéncia, L F ¢,
a D, de tal forma que I' - ¢. Isso se verifica para todo ¢.

(vi) = (v) Trivial.

(v) = (iv) Suponha que T'F ¢ e T F —p. A partir das duas derivacdes
associadas a essas hipdteses, obtém-se uma derivagao para I' F L usando a
regra (— F). O

A cldusula (vi) nos diz por que razio conjuntos inconsistentes (ou teorias in-
consistentes) sdo destituidas de interesse matematico. Pois, se tudo é derivavel,
nao podemos distinguir entre “boas” e “mas” proposicoes. A matematica tenta
encontrar distingoes, nao borra-las.
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Na pratica matematica procura-se estabelecer consisténcia exibindo-se um
modelo (pense na consisténcia da negacdo do quinto postulado de Euclides e as
geometrias nao-euclideanas). No contexto da ldgica proposicional isso significa
procurar uma valoragao apropriada.

Lema 1.5.4 Se existe uma valoragdo tal que [¢], = 1 para toda ¢ € T, entdo
[ € consistente.

Demonstragdo. Suponha que T' F L, entdo pelo Lema 1.5.1 T |= L, logo para
qualquer valoracdo v [(¥)], = 1 paratoda ¢ € T = [L], = 1. Como [L], =0
para todas as valoragdes, nao existe valoragiao com [¢], = 1 para toda ¢ € T.
Contradigao. Portanto I' é consistente. d

FEzremplos.

1. {po,—p1,p1 — p2} é consistente. Uma valoracio apropriada é uma que

satisfaz [po[= 1, [p1] = 0.

2. {po,p1,-..} é consistente. Escolha a valoragao constante 1.

A cldusula (v) do Lema 1.5.3 nos diz que T U {p, 7¢} é inconsistente. Agora
como poderia T'U{—} ser inconsistente? Parece plausivel imputar isso & deriv-
abilidade de ¢. O préximo lema confirma isto.

Lema 1.5.5 (a) TU{—¢} € inconsistente = T I ¢,
(b) TU {¢} € inconsistente = T F —p.

Demonstragdo. As suposigdes de (a) e de (b) permitem que se construam as
duas derivagdes abaixo: ambas com conclusdo L. Aplicando (RAA), e (— 1),
obtemos derivacoes com hipéteses em I') de ¢, e de =, respectivamente.

[—¢] [¢]
D D’
1 1
— RAA — =T
@ P

Defini¢ao 1.5.6 Um conjunto T' é mazimamente consistente sse
(a) T é consistente,

(b) T CT' e T’ consistente = T =T".

Observagdo. Poder-se-ia substituir (b) por (b): se T é um subconjunto préprio
de T/, entao T’ é inconsistente. I.e., simplesmente acrescentando mais uma
proposicio, o conjunto torna-se inconsistente.

Conjuntos maximamente consistentes tém um papel importante em ldgica.
Mostraremos que existem muitos deles.

Aqui vai um exemplo: T' = {¢ | [¢] = 1} para uma valoragao fixa. Pelo
Lema 1.5.4 T é consistente. Considere um conjunto consistente I'' tal que ' C T".
Agora suponha que ¢ € T e que [¢] = 0, entdo [-¢] = 1, e portanto —¢) € T.
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Porém como I' C T” isso implica que T” é inconsistente. Contradigao. Por
conseguinte [] = 1 para toda ¢ € T”, logo por definigio T' = T’. Da demon-
stracao do Lema 1.5.11 segue que esse é basicamente o unico tipo de conjunto
maximamente consistente que podemos esperar.

O lema fundamental a seguir é demonstrado diretamente. O leitor pode re-
conhecer nele um anélogo do Lema da Existéncia do Ideal Maximo da teoria dos
anéis (ou o Teorema do Ideal Primo Booleano), que é usualmente demonstrado
por uma aplicacao do Lema de Zorn.

Lema 1.5.7 Cada conjunto consistente I' estd contido em um conjunto mazi-
mamente consistente I'*.

Demonstragdo. Existem um nimero contdvel de proposicoes, portanto suponha
que temos uma lista g, ¢1, @2, ... de todas as proposicdes (cf. Exercicio 5).
Definimos uma sequiéncia nao-decrescente de conjuntos I'; tal que a uniao desses
conjuntos é maximamente consistente.

Ty = T,

I - T, U{pn} se Ty U{pn} é consistente,
ntl — I',, caso contrario.

r = U{Tn [n >0}

(a) T, é consistente para todo n.

Imediato, por indugao sobre n.

(b) T™ é consistente.

Suponha que I'* I L entao, pela definicao de L existe uma derivagao D de
1 com hipdteses em I'*; D tem um nimero finito de hipdteses g, ..., V.
Como I'* = | J{T', | n > 0}, temos para cada i < k 9y € Ty, para algum
n;. Suponha que n seja max{n; | i < k}, entdo o, ..., ¢x € [, e portanto
', F L. Mas I' é consistente. Contradigao.

(c) T* é maximamente consistente. Suponha que I'* C A e que A seja consis-
tente. Se ¢ € A, entao ¢ = ¢, para algum m. Como '), CT* C Ae Aé
consistente, 'y, U{¢m } é consistente. Por conseguinte 'y, 1 = T U{om },
1.e. om € Dipy1 C T, Isso mostra que I'* = A. O

Lema 1.5.8 SeI' é marimamente consistente, entdo I € fechado sob derivabil-
idade (i.e. Ty = @ €T).

Demonstragdo. Suponha que T' F ¢ e que ¢ ¢ T. Entdao T U {p} deve ser
inconsistente. Portanto I' - —y, logo I' é inconsistente. Contradicao. O

Lema 1.5.9 Suponha que T' seja marimamente consistente; entdo
(a) para toda ¢ ou p €T, ou p €T,
(b) para todas ¢, v p > €T & (peT =Y ).

Demonstragdo. (a) Sabemos que ndo é possivel que ambas ¢ e —¢ pertencam
a I'. Considere ' = T U {¢}. Se IV é inconsistente, entao, por 1.5.5, 1.5.8,
—p € T. Se T” é consistente, entdo ¢ € I' pela maximalidade de T.
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(b) Suponha que ¢ = ¥ € T e que ¢ € T'. Vamos mostrar que: ¢ € T.
Como ¢, — ¢ € T e considerando que T é fechado sob derivabilidade (Lema
1.5.8), obtemos que ¥ € T por — E.

Reciprocamente: Suponha que ¢ € T implicaem 3 € I'. Se ¢ € T entao
obviamente I' F ¢, logo '+ ¢ — 1. Se ¢ ¢ T', entdo = € T, e portanto I' - —¢p.
Por conseguinte I' - ¢ — 1. d

Note que obtemos automaticamente o seguinte:

Coroldrio 1.5.10 Se T' é mazimamente consistente, entdo p €' & —p ¢ T, e
ol pgl.

Lema 1.5.11 Se T € consistente, entdo erxiste uma valoragdo tal que [¢] = 1
para toda ¢ €T.

Demonstragdo. (a) Por 1.5.7 T estd contido em um I'* maximamente consis-

tente.

. *
(b) Defina v(p;) = é (S:Zs% ce()rftrério e estenda v para a valoragao [ J,.

Alegagio: [¢] = 1 & ¢ € T*. Use indugio sobre .
1. Para ¢ atomica a alegacao se verifica por definicao.

2. =¢v Ao, [ele =1 < [¥]v = [e]y = 1 < (hipdtese da inducdo)
Y,0 € T'* e portanto ¢ € I'*. Reciprocamente, Yy Ao € [* & 4,0 € T*
(1.5.8). O restante segue da hipdtese da indugéo.

. e=9v oo [(¥ 50)]e=0< ¥y =1e[o], =0 < (hipitese da
indugdo) p €T ec € T* & ¢ > o ¢ T (por 1.5.9).

(c) Como T' C T temos [¢], = 1 para toda ¢ € T. O

Coroldrio 1.5.12 T t/ ¢ < existe uma valoragdo tal que [¢] = 1 para toda

Demonstragdo. Tt/ ¢ < T'U {—¢} consistente < existe uma valoracdo tal que

[¥] = 1 para toda ¢ € T U{—¢}, ou [¢] = 1 para toda ¢ € T e 9] = 0. O
Teorema 1.5.13 (Teorema da Completude) TFyp < T | .

Demonstragdo. T tf ¢ = T [ ¢ por 1.5.12. A reciproca contraria se verifica
por 1.5.1. (|

Em particular temos F ¢ < | ¢, logo o conjunto de teoremas é exatamente
o conjunto de tautologias.

O Teorema da Completude nos diz que a tarefa tediosa de fazer derivacdes
pode ser substituida pela tarefa (igualmente tediosa, porém automdtica) de
checar tautologias. Em principio isto simplifica consideravelmente a busca por
teoremas; se, por um lado, para se construir derivagdes é preciso ser (razoavel-
mente) inteligente, por outro lado, para se montar tabelas-verdade é necessario
se ter perseveranca.
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Para teorias ldgicas as vezes se leva em conta uma outra nogao de comple-
tude: uma conjunto I' é chamado de completo se para cada ¢, [' F p ou ' F —p.
Essa nocao é intimamente relacionada a “maximamente consistente”. Do Ex-
ercicio 6 segue que Cons(T') = {o | F ¢} (o conjunto de conseqiiéncias de T')
é maximamente consistente se I' é um conjunto completo. A reciproca também
se verifica (cf. Exercicio 10). A prépria légica proposicional (i.e. o caso em que
I' =) ndo é completa nesse sentido, e.g. po € F —po.

Existe uma outra nocao importante que é tradicionalmente levada em conta
em logica: decidibilidade. A légica proposicional é decidivel no seguinte sentido:
existe um procedimento efetivo para verificar a derivabilidade de proposicoes .
Colocando de outra forma: existe um algoritmo que para cada ¢ testa se F .
O algoritmo é simples: escreva a tabela-verdade completa para ¢ e verifique se
a ultima coluna contém apenas 1’s. Se for o caso, entao | ¢ e, pelo Teorema da
Completude, F . Caso contrario, entdo [ ¢ e portanto tf ¢. Esse certamente
nao é o melhor algoritmo, pode-se encontrar outros mais econémicos. Existem
também algoritmos que dao mais informacao, e.g. eles nao apenas testam F ¢,
mas também produzem uma derivagao, se é que existe uma. Tais algoritmos,
entretanto, requerem uma analise mais profunda de derivagoes. Isso esta fora
do escopo deste livro.

H&a um aspecto do Teorema da Completude que desejamos discutir agora.
Nao vem como uma surpresa o fato de que verdade segue de derivabilidade. Afi-
nal de contas comegamos com uma nocao combinatorial, definida indutivamente,
e terminamos com ‘ser verdadeiro para todas as valoragoes’. Uma demonstracao
indutiva simples resolve o problema.

Para a reciproca a situacdo é totalmente diferente. Por definicao T' | ¢
significa que [¢], = 1 para todas as valoragdes v que tornam verdadeiras as
proposicoes de I'. Portanto sabemos algo sobre o comportamento de todas as
valoragoes com respeito a I' e ¢. Podemos ter esperanca de extrair desse nimero
infinito de fatos conjuntistas a informacao finita, concreta, necessaria para con-
struir uma derivagao para I' F ¢?7 Evidentemente os fatos disponiveis nao
nos dao muita coisa para prosseguir. Vamos portanto simplificar um pouco as
coisas diminuindo o tamanho do conjunto I'; afinal de contas usamos apenas um
nimero finito de férmulas de I' em uma derivacao, portanto vamos supor que
aquelas férmulas 11, ..., ¢, sao dadas. Agora podemos esperar maior sucesso,
pois apenas um numero finito de atomos estao envolvidos, e por isso podemos
considerar uma “parte” finita do nimero infinito de valoragdes que tém algum
papel a desempenhar. Isso quer dizer que apenas as restricoes das valoracoes ao
conjunto dos dtomos ocorrendo em 1, ..., , ¢ sao relevantes. Vamos simpli-
ficar o problema ainda mais. Sabemos que 91, ... 9%, F ¢ (¥1,...¢n = ¢) pode
ser substituido por F 1 A ... At = ¢ (E Y1 A... A — ¢), baseando-se nas
regras de derivacdo (a definicdo de valoracdo). Daf nos vem a pergunta: dada
a tabela-verdade para uma tautologia ¢, podemos efetivamente encontrar uma
derivacao para o?

Essa questao nao é respondida pelo Teorema da Completude, pois nossa
demonstracdo ndo é efetiva (pelo menos ndo o é a primeira vista). A questao
foi respondida positivamente, e.g. por Post, Bernays e Kalmar (cf. Kleene TV,
§29) e foi facilmente tratada por meio das técnicas de Gentzen, ou por tableaux
semanticos. Vamos apenas esquematizar um método de prova: podemos efeti-
vamente encontrar uma forma normal conjuntiva ¢* para o tal que F o < o*.
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Demonstra-se facilmente que o* é uma tautologia se e somente se cada operando

da conjuncao contém um &atomo e sua negacao, ou =L, e junta-se todos para
obter uma derivacao de 0*, que imediatamente resulta numa derivagao de o.

Exercicios

1.

Verifique quais dos seguintes conjuntos sao consistentes

(a) {=p1 Ap2 = po, pr = (=p1 = p2), po ¢ p2},

(b) {po = p1, p1 = p2, p2 = ps, p3s = —~po},

(c) {po = p1, Po Ap2 = p1 Ap3, po Apa Apa — p1 Aps Aps, ...}
Mostre que as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) {¢1,-..,¢n} é consistente.

(b) F =(p1 Apa AL A pn).

)F o1 Apa A A1 = —pn.

. ¢ é independente de T'se I' I/ ¢ e T If =¢. Demonstre que: p; — py é

independente de {p1 <> po A —p2, p2 — po}-

Um conjunto T' é independente se paracada ¢ € T' T — {p} I/ ¢.

(a) Demonstre que cada conjunto finito I' tem um subconjunto indepen-
dente A tal que A ¢ para todo ¢ € T

(b) Seja T' = {0, ¥1,¢2,...}. Encontre um conjunto equivalente I =

{Yo,¢1,...} (i.e. T+ o e Tk ¢; para todo i) tal que b ¢py1 — ¥,
mas t# ¥, — ¥n11. Note que T” pode ser finito.

(c) Considere um conjunto infinito T’ como o do item (b). Defina oq =
Y0, OCnt1 = Yn — Ynp1. Demonstre que A = {og,01,09,...} é
independente e equivalente a I'.

(d) Demonstre que cada conjunto T' é equivalente a um conjunto inde-
pendente A.

(¢) Demonstre que A ndo precisa ser um subconjunto de T' (considere
{pPo,po Ap1,Po Ap1 Apa,...}).

. Encontre uma maneira efetiva de enumerar todas as proposigoes (sugestao:

considere conjuntos ', de todas as proposicoes de posto < n com atomos
vindos de pg, ..., pn).

. Demonstre que um conjunto consistente I' é maximamente consistente se

@ € T ou —p € T para todo .

. Demonstre que {po,p1,p2,--.,Pn, -} 6 completo.

. (Teorema da Compaccidade). Demonstre que: existe um v tal que [¢], =

1 para toda 9 € I' < para cada subconjunto finito A C I' existe um v tal
que [o], = 1 para toda o € A.

Formulada nos termos do Exercicio 13 da segao 1.3: [I'] # 0 se [A] £ 0
para todo A finito tal que A CT.
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9. Considere um conjunto infinito {1, 2, s, ...}. Se para cada valoracao
existe um n tal que J¢,] = 1, entdo existe um m tal que - 1 V...V @n,.
(Sugestdo: considere as negagdes 1, Tpa, .. ., e aplique o Exercicio 8).

10. Demonstre que: Cons(T) — {¢ | T F ¢} é um conjunto maximamente
consistente < ' é completo.

11. Demonstre que: I' é maximamente consistente < existe uma tunica val-
oragao tal que [¢] = 1 para toda ¢ € T, onde T' é uma teoria, i.e. T é

fechado sob - (T'F o = o €T).

12. Seja ¢ uma proposi¢ao contendo o atomo p. Por conveniéncia escrevemos
@(o) para designar ¢[o/p]. Tal qual anteriormente, abreviamos =L por

T.
Demonstre que: (i) e(MEE(T) e Tep(T)F e(e(T)).
(1) —p(T)Fe(T) < L,
e(p),~e(T)Fpe L,
e(p), =@ (T) F o(e(T))
(i11)  o(p) F e(e(T)).

13. Se os atomos p e ¢ nao ocorrem em ¥ e ¢ respectivamente, entao
E o(p) = ¥ = |E ¢(0) — ¢ para toda o,
E e —¥(q) = E ¢ — ¥(q) para toda o.

14. Suponha que F ¢ — 1. Chamamos o de interpolante se - ¢ - ocet o —
¥, e além disso o contém apenas dtomos comuns a ¢ e ¢. Considere ¢(p, ),
¥(r, q) com todos os dtomos & mostra. Demonstre que ¢(¢(T,r),r) é um
interpolante (use os Exercicios 12, 13).

15. Demonstre o Teorema da Interpolagdo (Craig): Para qualquer ¢, ¥ com
F ¢ — 1 existe um interpolante (faca repetidamente o procedimento do
Exercicio 13).

1.6 Os conectivos que faltam

A linguagem da secao 1.4 continha apenas os conectivos A, — e L. Nés ja
sabemos que, do ponto de vista semantico, essa linguagem é suficientemente
rica, ou seja, os conectivos que faltam podem ser definidos em funcao dos que
dispomos. Na verdade ja usamos, nas secoOes precedentes, a negacao como uma
nocao definida.

E uma questao de pratica matematica segura se introduzir novas nocoes se
seu uso simplifica nosso trabalho, e se elas codificam pratica informal corrente.
Isso, claramente, é uma razao para se introduzir -, <> e V.

Agora existem duas maneiras de proceder: pode-se introduzir os novos conec-
tivos como abreviagdes (de proposigdes complicadas), ou pode-se enriquecer a
linguagem adicionando-se de fato os conectivos ao alfabeto, e fornecendo-se as
respectivas regras de derivagao.

O primeiro procedimento foi adotado acima; trata-se de procedimento com-
pletamente inofensivo, como por exemplo, a cada vez que se 1é ¢ < 1 deve-se
substituir por (¢ = ¥) A (¥ — ¢). Portanto ndo é nada mais que uma abre-
viagao, introduzida por conveniéncia. O segundo procedimento é de natureza
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mais tedrica. A linguagem é enriquecida e o conjunto de derivacoes é expandido.
Como conseqiiéncia é preciso que se reveja os resultados tedricos (tal como o
Teorema da Completude) obtidos para a linguagem mais simples.

Adotaremos o primeiro procedimento porém esbocaremos também a segunda
abordagem.

Definicao 1.6.1

pVY = a(mp V),
e = e L
e = (p= YA ).

Obs.: Isso significa que as expressoes acima ndo fazem parte da linguagem, mas
sao abreviacoes para certas proposicoes.
As propriedades de V, = e &> sao dadas a seguir:

Lema 1.6.2

()b eV, vV,
(ii)T,pFoel,YvFo=>T,pVYFo,
(i) 9~ L,

(iv) T, oF L = T F -y,

(v)p o, pFd ep ok p,
(vi)T,oF ¢ eT, v =>TFeo .

Demonstragdo. A tnica parte nao trivial é (ii). Exibimos uma derivagdo de o
a partir de T e ¢ Vo (i.e. =(—¢ V 1)), dadas derivacdes Dy e Dy de T'yp b o e
Lyko.

T, [¢]! T, [¢]?
D1 Ds
(o2 e 3 (e e 3
i — F i — F
L L
— =1 — =D
L Vi
i A —(me V)
— F
4L
— RAA,4
o2

Os casos restantes deixo ao leitor. d
Note que (i) e (ii) podem ser lidos como regras de introducdo e eliminagdo
para V, (iii) e (iv) a mesma coisa para -, (vi) e (v) também para .
Tais propriedades legalizam as seguintes abreviagoes em derivagoes:
[l [¥]
o
VE
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[¢]
-FE
1 1
— ]
P

: : P oY e son(_)
L v v
w

E

Considere por exemplo a seguinte aplicacao de VE

[e] (¥
Dy D, Dy

eV o o

VE

Trata-se de mera abreviacao para

D1 Do
o [—|0']3 o [—|0']3
1 1
—1 — 2
Dy K% -
(e A=) —p A=y
1
—3

O leitor esta convocado a usar as abreviagoes acima em derivacOes reais,
sempre que for conveniente. Via de regra, apenas VI e VE sao de alguma
importancia, e leitor terd obviamente reconhecido as regras para — e <> como
aplicagoes ligeiramente excéntricas de regras familiares.

Ezemplos. F (pVY)Vo e (pVao)A Vo).

[ Ay [p A y)?
@ [o]! ¥ [0]?
(pAY) Vo eVo go\/a1 (pANY) Vo YVo 1/)\/02
Vo YVo

(pVa)A (Y Vo)
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Reciprocamente
[e* @1
(pvo)n(yvo) eAY [o]"
(eVo)A (Vo) YVo (pAy) Vo (pAY)Vo [o]*
pVo (pAy)Vo 1 (pAY)Vo
(eAY)Vo ’

Combinando (1) e (2) obtemos a seguinte derivacao:

(e AY) Vo] (e AY) Vo]
D D’
(pVa)A (Y Vo) (e AY) Vo
i
(pAY) Voo (pVa)A(pVa)

FeV-oe
1
‘W] I | N
pV-p [=(p V —p)] 5

1

——)11

7y o

pVp [=(p V —9p)] 5
RAA,
Ve
Fle=9) V(Y =)
1
] N
Y=
=V —=9)  [e—=9) V(=)
- F

1

—1

1/) — I

=Y
(p =) V(= p) [=((p = ¥) V(¥ = @)
RAA,
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Fo(pAY) = - Vy

[~¢] [—¢]
eV —y)]  —eVay [H(e V)] —e Vg
1 1
@ Y
[=(e A )] oA
1
eV oy

(e AY) = (mp V)

O

Agora vamos dar uma idéia de como seria a segunda abordagem. Adi-
clonamos V, = e ¢ a linguagem, e consequentemente extendemos o conjunto
de proposi¢oes. Em seguida adicionamos as regras para V, — e ¢ relacionadas
acima ao nosso estoque de regras de derivacao. Para ser mais precisos, nesse
ponto deveriamos também introduzir um novo simbolo de derivabilidade, porém
continuaremos a usar o ja estabelecido F na esperanca de que o leitor se lem-
brara que agora estamos fazendo derivagoes em um sistema maior. As seguintes
condigoes se verificam:

Teorema 1.6.3

e Vi e a(mp A1)

Fop o (¢—1).
Flped) e (=Y AW — ).

Demonstragdo. Observe que, pelo Lema 1.6.2, os conectivos definidos e os prim-
itivos (estes os ‘reais’ conectivos) obedecem a exatamente as mesmas relacdes de
derivabilidade (regras de derivacio, se vocé prefere). Isso nos leva imediamente
ao resultado desejado. Vamos dar um exemplo.

ok a(me A=) e B (e A (1.6.2(1)), logo por VE obtermos

Vi a(mpVay) .. (1)

Reciprocamente, ¢ F ¢ V1 (por VI), logo por 1.6.2(ii)

(VoY) eV .. (2)

Aplique & I a (1) e (2), entdo - ¢V & (- A1), O resto deixo ao leitor. O

Para ver mais resultados direciono o leitor aos exercicios.

As regras para V, >, e = capturam de fato o significado intuitivo daqueles
conectivos. Vamos considerar a disjunc¢iio: (VI): Se sabemos que ¢ se verifica
entdo certamente sabemos que ¢ V ¢ se verifica (sabemos até qual dos dois
operandos se verifica). A regra (VE) captura a idéia da “prova por casos”: se
sabemos que ¢ V ¢ se verifica e em cada um dos dois casos podemos concluir
que o se verifica, entao podemos imediatamente concluir que o se verifica. A
disjuncao intuitivamente pede uma decisao: qual dos dois operandos é dado
ou pode ser suposto? Esse traco construtivo de V fica grosseiramente (mesmo
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que convenientemente) apagado pela identificacio de ¢ Vi) e = (- V1)), Essa
dltima férmula apenas nos diz que ¢ e 1) nao podem estar ambas erradas, porém
nao diz qual das duas é correta. Para maiores informacoes sobre essa questao
de construtividade, que tem um papel importante na demarcacao da fronteira
entre logica classica bi-valorada e ldgica intuicionistica efetiva, remeto o leitor
ao Capitulo 5.

Note que com V como um conectivo primitivo alguns teoremas tornam-se
mais dificeis de provar. E.g. F =(—=—¢ A ) é trivial, mas F ¢ V -p ndo é. A
seguinte regra geral pode ser 1til: passar de premissas nao-efetivas (ou nenhuma)
para uma conclusao efetiva pede por uma aplicagao de RAA.

Exercicios
1. Demonstre usando deducao natural que - o Vi > ¢ Ve, F o Ve & .

2. Considere a linguagem cheia £ com todos os conectivos A, —, L, <>, V e
a linguagem restrita £’ com os conectivos A, —, L. Usando as regras de
derivacao apropriadas obtemos as nogoes de derivabilidade F e F'. Defin-
imos uma traducdo ébvia de £ para L'

ot = ¢, para ¢ atomica
(eOyY)t = tOyt para 0= A, —,
(eVY)t = =(=¢t A=yt), onde - é uma abreviagao,
(ped)t = (pF 2T AT = 0t),
()t = et = L

Demonstre que (i) Fo et

i) Fepot e

i) ¢t =pparapel’

iv) A ldgica cheia é conservativa em relagio a

l6gica restrita, isto é, para ¢ € L' F ¢ & FH .

3. Demonstre que o Teorema da Completude se verifica para a légica cheia.
Sugestao: use o Exercicio 2.

4. Demonstre que
(a) TV L
() FleeT)Viee 1)
() Feo(peaT).
5. Demonstre que F (¢ V¢) & ((¢ = ¥) = ¢).
6. Demonstre que:
(a) T é completa s (TF eV < TFpoul k1, para toda ¢, ¢),

(b) T é maximamente consistente < ' é uma teoria consistente e para
todap, ¥ (pVY eT @ peTouy €T).

7. Demonstre que no sistema com V como um conectivo primitivo:
Fle =) & (cp V),
Fle =) V(¥ — o).



Capitulo 2

Logica de Predicados

2.1 Quantificadores

Na légica proposicional usamos porcoes grandes da linguagem matemadtica, a
saber aquelas partes que podem ter um valor-verdade. Infelizmente, esse uso
da linguagem é claramente insuficiente para a pratica matematica. Um simples
argumento, tal como “todos os quadrados sao positivos, 9 é um quadrado, por
conseguinte 9 é positivo” nao pode ser tratado. Do ponto de vista proposicional
a sentenca acima é da forma ¢ A ¢y — o, e nao ha razao para que essa sentenca
(codificada) seja verdadeira, embora que obviamente aceitamos como verdadeira
a sentencga original. O moral da estdria é que temos que estender a linguagem de
modo que possamos discorrer sobre objetos e relacoes. Em particular desejamos
introduzir meios de falar sobre todos os objetos do dominio de discurso, e.g.
queremos permitir enunciados da forma “todos os niimeros pares sao resultado
de uma soma de dois nimeros primos impares”. De forma dual, desejamos
dispor de meios para expressar “existe um objeto tal que ...”, e.g. no enunciado
“existe um numero real cujo quadrado é 27.

A experiéncia tem nos ensinado que os enunciados matematicos basicos sao
da forma “a tem a propriedade p” ou “a e b estao na relagao R”, etc. Exemplos
disso sao: “n é par”, “f é diferenciavel”, “3 = 57, “7 < 12”7, “B estd entre A
e C”. Por conseguinte construimos nossa linguagem a partir de simbolos para
propriedades, relagoes e objetos. Além disso adicionamos varidveis que recebem
objetos como valores (as chamadas variaveis individuais), e os conectivos 1égicos
usuais agora incluindo os quantificadores ¥ e 3 (para representar “para todo” e
“existe”).

Primeiramente vamos dar alguns exemplos informais.



52 CAPITULO 2. LOGICA DE PREDICADOS

JzP(z) — existe um x com propriedade P,

YyP(y) — para todo y P se verifica (todo y tem a
propriedade P),

Vedy(z = 2y) — para todo z existe um y tal que z é
o dobro de y,

Ve(e > 0= In(L <¢)) — para todo € positivo existe um n tal que
L<e,

r<y—Iz(e<zAz<y) — sex<y,entlo existe um z tal que
r<zez<y,

Vedy(z.y = 1) — para cada z existe um inverso y.

Sabemos da teoria elementar dos conjuntos que fungdes sao tipos especiais
de relacoes. Entretanto, seria um flagrante conflito com a pratica matematica
evitar funcées (ou mapeamentos). Além do mais, seria extremamente incémodo.
Portanto vamos incorporar fungoes em nossa linguagem.

Grosso modo a linguagem lida com duas categorias de entidades sintaticas:
uma para objetos - os termos, uma para enunciados - as férmulas. Exemplos
de termos sdo: 17, z, (2 +5) — 7, £3v+1.

De que é que fala a 1égica de predicados com uma certa linguagem? Ou, em
outras palavras, os termos e as formulas falam de qué? A resposta é: formulas
podem expressar propriedades relativas a um dado conjunto de relagoes e fungoes
sobre um determinado dominio de discurso. J4 encontramos tais situagoes em
matematica; falamos sobre estruturas, e.g. grupos, anéis, mdédulos, conjuntos
ordenados (consulte um texto de dlgebra). Faremos de estruturas nosso ponto
de partida e voltaremos a légica mais adiante.

Em nossa légica falaremos sobre “todos os nimeros” ou “todos os elemen-
tos”, mas nao sobre “todos os ideais” ou “todos os subconjuntos”, etc. Em
geral nossas variaveis terao seus valores variando sobre elementos de um dado
universo (e.g. as matrizes n X n sobre os reais), mas nao sobre propriedades ou
relacoes, ou propriedades de propriedades, etc. Por essa razao a légica de pred-
icados desse livro é chamada de légica de primeira ordem, ou também [dgica
elementar. Na pratica da matematica, e.g. em andlise, usa-se légica de alta or-
dem. Num certo sentido é surpreendente que a légica de primeira ordem possa
fazer tanto pela matematica, como veremos adiante. Uma breve introducgao a
l6gica de segunda ordem sera apresentada no capitulo 4.

2.2 Estruturas

Um grupo é um conjunto (ndo-vazio) equipado com duas opera¢des, uma binaria
e uma undria, e com um elemento neutro (satisfazendo certas leis). Um con-
junto parcialmente ordenado é um conjunto, equipado com uma relacao binaria
(satisfazendo certas leis).

Generalizamos isso da seguinte forma:

Defini¢ao 2.2.1 Uma estrutura é uma sequéncia ordenada

(A,Ry,...,Rp, F1,...,Fp,{c;i | i € I}), onde A é um conjunto nao-vazio.
Ry, ..., Ry sdo relagées sobre A, Fy, ..., Fy, sdo fungées sobre A, os ¢;’s (i € 1)
sdo os elementos de A (constantes).
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Adverténcia. As funcoes F; sao totais, i.e. definidas para todo os valores de
entrada; isso as vezes pede a utilizagao de alguns truques, tal como com 0~ (cf.
a definicdo de anéis mais adiante).

Ezemplos. (R, +,-,7',0,1) — o corpo dos nimeros reais,
(N, <) — o conjunto ordenado dos nimeros naturais.

Designamos estruturas por meio de letras géticas maitsculas: A, B, C, D,

Se por um momento esquecermos as propriedades especiais das relacoes e
operacoes (e.g. comutatividade da adigdo sobre os reais), entdo o que resta
é o tipo de uma estrutura, que é dado pelo nimero de relagdes, funcdes (ou
operagdes), e seus respectivos argumentos, mais o nimero (cardinalidade) de
constantes.

Definicao 2.2.2 O tipo de similaridade de uma estrutura A = (A, Ry, ..., Ry,
Fi,..., Py, {c;i | i € I}) é uma sequiéncia, (r1,...,7y;01,...,am; k), onde R; C

A" F; A% - A k= |{c; | 1 € I}] (cardinalidade de I).

As duas estruturas no nosso exemplo tém tipo de similaridade (—; 2,2, 1;2)
e (2;—;0). A auséncia de relacdes, funcdes é indicada por —. N&o hd objecdo a
estender a nocdo de estrutura para conter um nimero arbitrariamente grande de
relagdes ou fungdes, mas as estruturas mais comuns tém tipos finitos (incluindo
um nuimero finito de constantes).

Obviamente, teria sido melhor usar notagoes similares para nossas estru-
turas, i.e. {A;R1,...,Rn; f1,..., Fm;{c | 1 € I}), mas seria demasiadamente
pedante.

Se R C A, entdo dizemos que R é uma propriedade (ou relagdo undria); se
R C A% dizemos que R é uma relagdo bindria; se R C A, dizemos que R é uma
relagao n-dria.

O conjunto A é chamado de universo de A.

Notagdo. A =|A]|.

A é dita (in)finita se seu universo é (in)finito. Frequentemente cometeremos
um pequeno abuso de linguagem escrevendo as constantes ao invés do conjunto
de constantes, como no exemplo do corpo dos numeros reais no qual deveriamos
ter escrito: (R, +,-,71,{0,1}), porém (R, +,-,71,0, 1) é mais tradicional. Entre
as relacoes que encontramos em estruturas, existe uma muito especial: a relagdo
de identidade (ou de igualdade).

Visto que, via de regra, estruturas matematicas sao equipadas com a relacao
de identidade, ndo listamos essa relacdo separadamente. Portanto, ela nao
aparece no tipo de similaridade. Daqui por diante assumimos que todas as es-
truturas possuem uma relacdo de identidade, e mencionaremos explicitamente
quaisquer excecoes. Para investigacoes puramente légicas, é ébvio que faz sen-
tido considerar uma légica sem a identidade, mas este livro serve a leitores das
comunidades de matematica e de ciéncia da computagao.

Considera-se também os “casos limite” de relagoes e fungoes, i.e. relacoes
e fungdes O-drias. Uma relagio 0-aria é um subconjunto de A?. Como A? =
{0} existem duas dessas relagoes: @ e {f#} (consideradas como ordinais: 0 e
1). Relagdes 0-drias podem portanto ser vistas como valores-verdade, o que
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faz com que elas desempenhem o papel das interpretacoes de proposicoes. Na
pratica as relacoes 0-arias nao aparecem, e.g. elas nao tém qualquer fungcao em
algebra. A maior parte do tempo o leitor pode prazerosamente esquecé-las,
embora que ainda assim vamos permitir tais relagoes em nossa definicao porque
elas simplificam certas consideragoes. Uma fungao 0-aria é um mapeamento de
{0} para A. Como o mapeamento tem um conjunto unitario como dominio,
podemos considera-lo como igual a sua imagem.

Dessa forma, fungoes 0-arias podem fazer o papel das constantes. A van-
tagem desse procedimento é, no entanto, desprezivel no presente contexto, por-
tanto manteremos nossas constantes.

Exercicios

1. Escreva o tipo de similaridade das seguintes estruturas:

i (Q,<0)

(i1) (N, +,-,5,0,1,2,3,4,...,n,..), onde S(z) =z + 1,

(i)  (P(),C,U,N7,0),

(iv)  (Z/5,+,- ,—,—1 0,1,2,3,4),

(v ({0, 1},A,V,—=,,0, 1> onde A, V, —, = operam de acordo com

as tabelas- Verdade usuais,

(vi) (R, 1),

(vii)  (R),

(viii) (R,N,<,T,2,||,—), onde T(a,b,c) é arelagao ‘b estd entre
aec’,?éafuncio ‘eleva ao quadrado’, — é a funcao de

subtracao e | | a funcdo valor absoluto.

2. Dé estruturas com tipo de similaridade (1, 1; —; 3), (4; —; 0).

2.3 A Linguagem de um Tipo de Similaridade

As consideragoes desta se¢ao sao generalizagoes daquelas da se¢ao 1.1.1. Como
os argumentos sao bastante semelhantes, deixaremos um bom numero de de-
talhes a cargo do leitor. Por conveniéncia fixamos o tipo de similaridade nesta
secdo: (r1,...,Tp;a1,...,am; K), onde assumimos que r; > 0, a; > 0.

O alfabeto consiste dos seguintes simbolos:

1. Simbolos de predicado: Py,..., Py, =

2. Simbolos de funcao: fi, o fm

3. Simbolos de constante: ¢; para: € [

4. Variaveis: zg, L1, 22, ... (um nimero contavel delas)
5.  Conectivos: VoA, =, ¢, LV, 3

6. Simbolos auxiliares: (,).

V e 3 sao chamados de quantificador uniwersal e quantificador eristencial. O
simbolo de igualdade de curiosa aparéncia (com um ponto em cima) foi escol-
hido para evitar possiveis confusoes, pois existem na verdade varios simbolos de
igualdade em uso: um para indicar a identidade nos modelos, um para indicar
a igualdade na meta-linguagem, e o sintatico introduzido acima. Praticaremos,
no entanto, o costumeiro abuso de linguagem, e usaremos essas distincoes ape-
nas se for realmente necessaria. Via de regra o leitor nao terd dificuldade em
reconhecer o tipo de identidade envolvida.
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A seguir definimos as duas categorias sintaticas.

Defini¢ao 2.3.1 TERM é o menor conjunto X com as seguintes propriedades:
W)geX(tel)ex; € X (i €N),
(i) 1, ... tq; € X = fi(tr,.. ., 1q,) € X, para 1 <i<m

TERM é o nosso conjunto de termos.

Defini¢ao 2.3.2 FORM é o menor conjunto X com as seguintes propriedades:
() LeX; PeXser;=0;t,...,t,, ETERM =
Pi(t1;~~~atr,_) € X; t1,12 € TERM =t =t € X,
(i) o, € X = (¢0¢Y) € X onde O € {A,V, =, &1},
(iii) p € X = (—p) € X,
(iv) ¢ € X = ((V2:)9), (o)) € X.

FORM é o nosso conjunto de férmulas. Introduzimos t; = t; separada-
mente, mas poderiamos té-la admitido como um caso particular da primeira
clausula. Se conveniente, nao trataremos a igualdade separadamente. Asférmulas
introduzidas em (i) sdo chamadas dtomos. Note que (i) inclui o caso dos simbolos
de predicado 0-drios, convenientemente chamados de simbolos proposicionais.

Um simbolo proposicional é interpretado como uma relacao 0-aria, i.e. como
0 ou 1 (cf. 2.2.2). Tsso estd de acordo com a pratica da Idgica proposicional de in-
terpretar proposicoes como verdadeiro ou falso. Para os nossos objetivos no mo-
mento, proposicoes sao objetos de luxo. Quando se esta lidando com situacoes
matemdticas concretas (e.g. grupos ou conjuntos parcialmente ordenados) nao
se tem razdo para introduzir proposi¢des (coisas com um valor-verdade fixo).
Entretanto, proposigoes sdo convenientes (e importantes) no contexto da légica
de valores booleanos ou da ldgica de valores sobre uma algebra de Heyting, e
em consideragoes sintaticas.

Admitiremos, no entanto, a existéncia de uma proposicdo especial: L, o
simbolo para a proposicio falsa (cf. 1.2).

Os conectivos légicos tém o que se poderia chamar de ‘dominio de acao’,
e.g. em ¢ — 1 o conectivo — da origem a nova férmula ¢ — ¢ a partir das
férmulas ¢ e 1, e portanto — age sobre @, ¢ e todas as partes dessas férmulas.
Para os conectivos proposicionais 1sso nao é muito interessante, mas o é para os
quantificadores (e operadores quaisquer que ligam varidveis). A nocdo a que nos
referimos é chamada de escopo. Portanto em ((Vz)p) e ((3z)¢), ¢ é o escopo do
quantificador. Por uma simples verificacao do casamento dos parénteses pode-se
efetivamente encontrar o escopo de um quantificador. Se uma variavel, termo
ou férmula ocorre em ¢, dizemos que ela estd no escopo do quantificador em
Yz ou Jzp.

Tal qual no caso de PROP, temos principios de indugao para TERM e
FORM.

Lema 2.3.3 Seja A(t) uma propriedade de termos. Se A(t) se verifica quando 1
é uma varidvel ou uma constante, e se A(t1), A(ta),...=> A(f(t1,...,tn)), para

todos os simbolos de func¢do f, entdo A(t) se verifica para todo t € TERM .

Demonstragao. Cf. 1.1.3. O
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Lema 2.3.4 Seja A(p) uma propriedade de formulas. Se

(1) A(p) para ¢ atémica,

(i) Alp), A(¥) = A(¢OY),

(i) A(p) = A(~p),

(iv) A(e) = A((Vx;)e), A((3zi)p) para todo i, entdo A(p) se verifica para
toda ¢ € FORM.

Demonstragao. Cf. 1.1.3. a

Introduziremos imediatamente um nimero de abreviagoes. Em primeiro
lugar adotamos as convencoes de parentizacao da légica proposicional. Além do
mais omitimos os parénteses mais externos e os parénteses em torno de Vz e 3z,
sempre que possivel. Estamos de acordo que os quantificadores tém prioridade
sobre conectivos binarios. Além disso juntamos cadeias de quantificadores, e.g.
Veizodzszsp designa VziVrsdrsdzae. Para maior facilidade de leitura das
férmulas vamos algumas vezes separar o quantificador da férmula por meio de
um ponto: Vz - ¢. Assumiremos também que n em f(t1,...,t,), P(t1,...,tn)
sempre indica o numero correto de argumentos.

Uma palavra de adverténcia: o uso de = pode confundir um leitor desavisado.
O simbolo ‘=’ é usado na linguagem L, onde ele é um objeto sintatico propria-
mente dito. Ele ocorre em férmulas tais como xy = x7, mas ele também ocorre
na meta-linguagem, e.g. na forma z = y, que deve ser lido como “z e y sao a
mesma variavel”. Entretanto, o simbolo da identidade em # = y é um meta-
atomo, que pode ser convertido em um atomo propriamente dito substituindo-se
simbolos genuinos de varidveis por z e y. Alguns autores usam = para “sintati-
camente idénticos”, como em “z e y sao a mesma variavel”. Optaremos por

“=" para a igualdade em estruturas (conjuntos), e por “=” para o simbolo de
predicados correspondente & identidade na linguagem. Usaremos = algumas
vezes, mas preferimos permanecer com um simples “=" confiando que o leitor

estara atento.

Exemplo 2.3.5 Exemplo de uma linguagem de tipo (2;2,1;1).
simbolos de predicado: M, =
simbolos de funcao: p, i Alguns termos: t1 := zg; t3 := p(1, 22);
simbolos de constante: €
t3 := p(€,€); ta 1= i(z7); ts == p(i(p(z2,¥)),i(21)).
Algumas férmulas:

Y1 = xp = Z9,

P2 = 13 =14,

ez = M(i(xs),7),

wa = (zo =21 > 21 = 20),

(%3 = (Vl‘o)(vml)(ﬂ?oil‘l —)"M(iﬂo,l‘l)),
e = (Vao)(3w1)(p(xo, 21) =€),

o7 = (Fz1) (-1 = E€Ap(x1,21) = F).

(Escolhemos uma notagio sugestiva; pense na linguagem dos grupos orde-
nados: M para designar “menor que”, p,i para “produto” e “inverso”). Note
que a ordem na qual os varios simbolos sao listados é importante. Em nosso
exemplo p tem 2 argumentos e ¢ tem 1.
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Em matematica existem um nimero de operacoes que ligam varidveis, tais
como somatdrio, integracao, abstracao: considere, por exemplo, integracao, em
fol sin zdx a variavel tem um papel pouco usual para uma variavel. Pois £ nao
pode “variar”; ndo podemos (sem acaber escrever besteira) substituir z por
qualquer nimero que desejemos. Na integral a variavel z é reduzida a uma
marca. Dizemos que uma variavel z é ligada pelo simbolo da integracao. De
forma analoga distinguimos em 1dgica entre variaveis livres e variaveis ligadas.

Ao definir vérias nogoes sintaticas novamente faremos livremente uso do
principio da definigdo por recursdo (cf. 1.1.6). A justificativa é imediata: o
valor de um termo (ou férmula) é unicamente determinado pelos valores de suas
partes. Isso nos permite encontrar o valor de H(t) em um nimero finito de
passos.

Definicao por Recursao sobre TERM: Seja Hy: Var U Const — A (i.e.
o mapeamento Hy é definido sobre varidveis e constantes), H; : A% — A, entdo
existe um tinico mapeamento H : TERM — A tal que

{ H(t) = Ho(t) para t uma variavel ou uma constante,

H(fit1, ... ta))) = Hi(H(t1), ... H(ta,)).

Definigao por Recursao sobre FORM:

Seja Hg : At — A (i.e. Hq é definido sobre dtomos),
Hp : A? = A, @O e{V,A, =, 1),
H, A= A

Hv:AXN—)A,
H3y:Ax N — A.

entao existe um tunico mapeamento H : FORM — A tal que

H{(yp) = Hga(p) para ¢ atdomica,
H(eOy) = Ho(H(e), H(Y)),

Hing) = Ho(H(g),

H(Vzip) = Hy(H(p),i),

H(@3zip) = H3(H(p),1).

Definicao 2.3.6 O conjunto VL(t) de variaveis livres de ¢ é definido por
(i) VL(z:) = A},
VL(EZ) = 0

(i) VL(f(t1,...,tn)) = VL{E)U...UVL(t,).

Observagao. Para evitar notacao sobrecarregada omitiremos os indices e as-
sumiremos tacitamente que o nimero de argumentos estd correto. O leitor
pode facilmente acrescentar os detalhes corretos, caso deseje.

Definicao 2.3.7 O conjunto V L(p) de varidveis livres de ¢ é definido por
(1)  VL(P(t1,...,tp)) = VL(t1)U...UVL(t,),
tl Itg) = VL(tl)UVL(tg),

(
VL(L)=VL(P) = () para P um simbolo proposicional,
(i) VL(pOy) = VL(p) UVL(¥),
VL(—y) = VL(p),
(i) VL(Vz;@) = VL(3zse) = VIL(e)—{z;}.
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Definigao 2.3.8 ¢ ou ¢ sdo chamados de fechados se VL(t) = 0, respectiva-
mente V L(¢) = §. Uma férmula fechada é também chamada de senten¢a. Uma
férmula sem quantificadores é chamada de aberta. TERM, designa o conjunto
de termos fechados; SENT designa o conjunto de sentengas.

A definicdo do conjunto V Lig(y) de wvaridveis ligadas de ¢ é deixada ao
leitor.

Continuacao do FExemplo 2.3.5.
VL(ty) = {z1,22}; VL(ts) = 0; VIL(2) = VIL(t3) UV L(ts) = {ar}; VL(e7) =
0; VLig(pa) = 0; VLig(ps) = {zo,z1}. ©s5,ps, p7 530 sentengas.

Adverténcia. O conjunto VL(¢) NV Lig(y) ndo é necessariamente vazio; em
outras palavras, a mesma variavel pode ocorrer livre e ligada. Para lidar com
tais situagdes pode-se considerar ocorréncias livres (respectivamente ligadas)
de varidveis. Quando necessario faremos informalmente uso de ocorréncias de
variaveis.

Ezemplo. Vxi(z1 = x2) = P(21) contém z livre e ligada, pois a ocorréncia
de 21 em P(z1) ndo estd no escopo do quantificador.

No célculo de predicados temos operadores de substituicao para termos e
para féormulas.

Definicao 2.3.9 Sejam s e ¢ termos, entdo s[t/z] é definido da seguinte forma:

(i) ylt/x] = i/ :2 Z i i:
clt/2] - .
() fltr,....tp)[t/x] = f(tat/z],... tp[t/z]).

Note que na cldusula (i) y = = significa “z e y sdo a mesma varidvel”.

Definigao 2.3.10 ¢[t/z] é definido da seguinte maneira:

(i)  L[t/=] = 1,
P[t/x] := P para proposigdes P,
P(ty,...,tp)[t/z] = P(ta[t/z], ... tp[t/2z]),
(t = t2)[t/2] = ht/=] = t[t/2],

(i) (pOy)[t/x] = plt/=10¢[t/x],
(m)[t/2] = ot/
(

Yy o)[t/] = Vyelt/z] sezZy,

Yy ¢ se & =y,
N — yelt/z] sexZy,
Gy e)lt/=] e =y

A substituicao de férmulas é definida como no caso de proposicoes, e por
conveniéncia usamos ‘$’ como um simbolo para designar o simbolo proposicional
(ou seja, um simbolo de predicado 0-4rio) que age como um ‘guardador de lugar’.

Definicao 2.3.11 o[p/$] é definido da seguinte forma:
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() ole/s] = {7 7Z parao atomica,
(ii) (01002)[p/8] = o1le/8]003p/9],

(mo)le/8] = —oile/8],

(Vyo)le/8] = Vy.olp/],

Qyo)le/8] = 3y.olp/s].

Continuagao do Exemplo 2.3.5.

taltz/21] = i(z7);

taltz/2z7] = i(p(z1,22));
ts[za/z1] = p(i(p(z2,€),i(z2)),
eilta/zo] = p(€€) = xo;
pslta/zo] = os5.

Algumas vezes faremos substituicoes simultaneas, cuja definicao é uma pe-
quena modificagao das defini¢oes 2.3.9, 2.3.10, 2.3.11. O leitor é convidado a

escrever as definigdes formais. Escrevemos t[t1,...,tn/y1, ..., yn] para designar
a substituicdo de yi,...,yn por ti,...,t, simultaneamente. (Igualmente para
©.)

Note que uma substituicao simultanea nao é o mesmo que sua correspondente
substituicao repetida.

FEremplo.
1 = xo)

(zo = &1)[21, x0/20, 1] = ;
( = éL‘l)[IQ/CL‘l] = (CL‘Q = CEQ).

(zo = z1)[z1/20])[z0/21]

/—\/—\

mas

A clasula dos quantificadores na definicao 2.3.10 proibe a substitui¢ao de
variaveis ligadas. Existe, no entanto, mais um caso em que desejamos usar
uma proibi¢ao: uma substituicao na qual alguma variavel torna-se ligada apds
a substituicao. Daremos um exemplo de tal substituicao; a razao pela qual
proibimos que a substituicao seja efetuada é que ela pode modificar o valor-
verdade de uma maneira absurda. Nesse momento nao temos uma definicao de
verdade, portanto o argumento é puramente heuristico.

Eremplo. Jz(y < z)[z/y] = Je(z <=z).

Note que a férmula do lado direito é falsa em uma estrutura ordenada,
enquanto que Jz(y < ) pode muito bem ser verdadeira. Vamos tornar nossa
restricao mais precisa:

Defini¢ao 2.3.12 ¢ é livre para © em ¢ se
(i) ¢ é atomica,
(i) ¢ := ¢10¢p3 (ou ¢ 1= —p1) e t é livre para z em @1 e @y (resp. ¢1),
(iii) ¢ := Jy ¢, ou p := Yy, e y & VL(t) e t é livre para z em @, onde
z#y.
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FEzremplos.

1. 24 é livre para zg em 3z P(z0, 23),

2. f(xo,z1) ndo é livre para xg em 3z, P(zg, z3),
3. x5 é livre para 1 em P(z1,23) = Jz1 Q(z1, z2).

Para todos os propdsitos praticos o uso de “t é livre para  em ¢” consiste do
fato de que as varidveis (livres) de ¢ néo vao se tornar ligadas apds a substituicio
em .

Lema 2.3.13 ¢ € livre para x em ¢ < as varidveis de t em @[t/z] ndo sdo
ligadas por um quantificador.

Demonstra¢do. Indugao sobre .

— Para ¢ atomica o lema é evidente.

) d - 1
— ¢ = p10ps. t élivre para z em ¢ é{ t é livre para  em 3 e t é livre para z
hyq. o e .
em py & as varidveis de t em 1 [t/z] ndo sdo ligadas por um quantificador
e as variaveis de ¢ em 5[t/z] ndo sdo ligadas por um quantificador & as
varidveis de ¢t em (p10¢s)[t/2] ndo sdo ligadas por um quantificador.

— ¢ = =1, semelhante.

— @ =VYyi. t é livre para ¢ em ¢ (ie:{ y & VL(t) et élivre para z em 9 "L as
varidveis de ¢ ndo estdo no escopo de Vy e as varidveis de ¢t em 9[t/z] ndo
sdo ligadas por um (outro) quantificador < as varidveis de ¢ em @[t/z]
nao sao ligadas por um quantificador. a

Existe uma definicio analoga e um lema analogo para a substituicao de
férmulas.

Defini¢ao 2.3.14 ¢ é livre para $ em o se:
(1) o é atomica,
(i) 0 := o100y (ou —o1) € ¢ é livre para $ em o1 e em o3 (ou em o1),
(ili) o :=3y7 (ouVyr) e y ¢ VL(p) e ¢ é livre para § em 7.

Lema 2.3.15 ¢ € livre para $ em o < as varidveis livres de ¢ ndo sdo ligadas
por um quantificador em o[p/$].

Demonstragao. Tal qual a demonstracao do Lema 2.3.13. d

A partir de agora assumimos tacitamente que todas as nossas substituigoes
sao “livres para”. Por conveniéncia introduzimos uma notagao informal que
simplifica a leitura e a escrita:

Notagdo. De modo a simplificar a notacao de substituicao e procurando per-
manecer de acordo com uma tradigfio antiga e sugestiva escreveremos (meta-
Jexpressoes como ¢(z,y,z), ¥(z,z), etc. Isso nem significa que as varidveis
listadas ocorrem livre, nem que nenhuma outra ocorre livre. E simplesmente
uma maneira conveniente de lidar com substitui¢des informalmente: ¢(t) é o
resultado de se substituir z por t em ¢(z); ¢(t) é chamada de instancia de
substitui¢do de p(z).
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Usamos as linguagens introduzidas acima para descrever estruturas, ou classes
de estruturas de um dado tipo. Os simbolos de predicado, simbolos de funcao
e os simbolos de constante agem como nomes para varias relagoes, operacoes
e constantes. Ao descrever uma estrutura é de grande ajuda ser capaz de se
referir a todos os elementos de |A|, i.e. dispor de nomes para todos os elementos
(embora que apenas como um dispositivo auxiliar). Por conseguinte introduzi-
mos:

Definicao 2.3.16 A linguagem estendida, L(A) de A é obtida a partir da lin-
guagem L, do tipo de A, adicionando-se simbolos de constante para todos os
elementos de A. Usamos @ para fazer referéncia ao simbolo de constante corre-
spondente ao elemento a € |A].

Ezemplo. Considere a linguagem L dos grupos; entdo L(A), para A o grupo
aditivo dos inteiros, tem simbolos de constante (extras) 0, 1, ..., —1, =2, =3,

Observe que dessa maneira 0 tem dois nomes: o nome antigo e um dos
nomes novos. Isso nao é problema, pois por que razao algum objeto nao deveria

ter mais que um nome?

Exerciclos

1. Escreva um alfabeto para as linguagens dos tipos dados no Exercicio 1 da
secao 2.2.

2. Escreva cinco termos da linguagem do Exercicio 1 (iii), (viii). Escreva
duas férmulas atémicas da linguagem do Exercicio 1 (vii) e dois dtomos
fechados da linguagem do Exercicio 1 (iii), (vi).

3. Escreva um alfabeto para linguagens de tipos (3;1,1,2;0), (—;2;0) ¢
(1;=;3).

4. Verifique quais termos sao livres nos seguintes casos, e realize a operagao
de substituicao:

(a) z parazemz =z, (f) =+ w para z em Yw(z + 2z = 0),
(b) yparazemz=uz, (g) = +yparazem Yw(z+z=0)A
() z+yparayemz=10 Jy(z = ),
(d) 0+yparayemIz(y==2x), (h) =z+yparazem Vu(u=rv)—
(¢) x4+ yparazem Vz(z = y).

Jw(w + z = 0),

2.4 Semantica

A arte de interpretar enunciados (matemadticos) pressupde uma rigida separagao
entre “linguagem” e o “universo” matematico de entidades. Os objetos da lin-
guagem sao simbolos, ou cadeias de simbolos, as entidades da matematica sao
nimeros, conjuntos, funcoes, triangulos, etc. E uma questao para a filosofia da
matematica refletir sobre o universo da matematica; aqui simplesmente aceitare-
mos o que nos é dado. Nossas necessidades com relacao ao universo matematico
sao, no momento, bem modestas. Igualmente, nossos desidérios com respeito a
linguagem sao modestos. Apenas supomos que existe um suprimento ilimitado
de simbolos.
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A 1déia por tras da semantica da légica de predicados é muito simples.
Seguindo Tarski, assumimos que um enunciado o é verdadeiro em uma estrutura,
se é de fato o caso que o se aplica (a sentenga “A neve é branca” é verdadeira
se a neve é de fato branca). Um exemplo matematico: “2+2 = 4” ¢é verdadeiro
na estrutura dos niimeros naturais (com adi¢do) se 2 + 2 = 4 (i.e. se a adigdo
dos ndmeros 2 e 2 resulta no nimero 4.) Interpretacdo ¢ a arte de relacionar
objetos sintdticos (cadeias de simbolos) e estados de coisas “na realidade”.

Vamos comegar dando um exemplo de uma interpretagao em um caso sim-
ples. Consideramos a estrutura A = (7, <,+,—,0), i.e. o grupo ordenado dos
inteiros.

A linguagem tem no seu alfabeto:

simbolos de predicado =, L
simbolos de fungao : P, M
simbolos de constante : 0
L(A) tem, além de tudo isso, simbolos de constante T para todo m € Z.

Primeiro interpretamos os termos fechados de L(A); a interpretagio t* de um
termo ¢t é um elemento de Z.

t
m m
S(ty,t2) | 8+ 15
M(t) —tA

Grosso modo, interpretamos m como “seu nimero”, S como soma, M como
menos. Note que interpretamos apenas termos fechados. Isso faz sentido, pois
como se deveria atribuir um inteiro definitivo a 7

A seguir interpretamos sentencas de L(A) atribuindo um dos valores 0 ou
1. No que concerne aos conectivos proposicionais, seguimos a semantica para a
l6gica proposicional.

U(J_) — 01
1 seth =sA
vt =) - 0 caso contrario,

_ 1 seth < s
v(L(t,s)) = 0 caso contrario,
Ul()S(iDl/;) tal qual na Definicao 1.2.1
v(Vzp) = min{v(p[n/z]) | n € Z}

o(@rg) = max{u(pln/a]) |n € 7)
Algumas observagoes sao necessarias.

1. Na realidade definimos uma funcao v por recursao sobre ¢.

2. A valoracao de uma férmula universalmente quantificada é obtida tomando-
se o minimo de todas as valoracoes das instancias individuais, i.e. o valor
é 1 (verdadeiro) sse todas as instancias tém o valor 1. Nesse sentido V é
uma generalizacao de A. Igualmente 3 é uma generalizagao de V.

3. v é determinado de forma univoca por A, portanto vs seria uma notacgao
mais apropriada. Por conveniéncia permaneceremos com a notagao sim-
plificada v.



2.4. SEMANTICA 63

4. Tal qual na semantica da légica proposicional, escreveremos [¢]a para
designar va(¢), e quando ndo existir possibilidade de haver confusio omi-
tiremos o indice A.

5. Seria tentador tornar nossa notagio realmente uniforme escrevendo [t]a
no lugar de tA. Entretanto, manteremos ambas as notacoes e usaremos a
que for mais legivel. A notacao em que aparece o expoente tem a desvan-
tagem de que requer mais parénteses, mas a notacdo [ ]| ndo melhora a

legibilidade.

FEzemplos.

1 (S(S@23), MT))A = S@3) + M(1DA) = @ +3) +(-T") = 2+3+

2. [2=1] =0, pois 2 # —1,

3. [0=1— L(25,10)] = 1, pois [0 = 1] = 0 e [L(25,10)] = 0; pela

interpretacao da implicagao o valor é 1,

4. [Vz3y(L(z,y)) = min, (maxy,[L(7, m)])

[L(m,m)] = 1 para m > n, logo para um n fixo, max, ([L(7,m)]) = 1, ¢
portanto min, max,,[L(7, m)] = 1.

Vamos agora apresentar uma defini¢cao de interpretagao para o caso geral.
Considere A = (A, Ry,...,Rp, F1,...,Fm,{c; | 1 € T}) de um dado tipo de
similaridade (r1,...,rp;a1, ..., am;|1]).

A linguagem correspondente tem simbolos de predicado Ry, ..., R,, simbolos
de fungdo Fi,...,Fp e simbolos de constante ¢;. L(A), além do mais, tem

simbolos de constante @ para todo a € |A|.

Definicao 2.4.1 Uma interpretacio dos termos fechados de L(A) em A é um

mapeamento (-)* : TERM, — |A| satisfazendo:
() i = ¢,
a’ = a,
(27) (Fi(tl,...,tp))A = Fi(t‘{x,...,t;}), onde p = a;.

Também escreveremos [t]a para designar t*. A escolha é uma questio de con-
veniéncia ou convencao.

Defini¢ao 2.4.2 Uma interpretacdo das sentencas ¢ de L(A) em A é um ma-
peamento () : SENT — {0, 1}, satisfazendo:
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(Z) |I£]]A = 0,
[R]a := Rie. Ooul).
.. = _ 1 ose (tf,. ., t2)Y € R;, onde p = 1y,
(@) Rt tp)la o= 0 caso contrérzio.
N _ 1 se t? = t?
[t = t2]a - 0 caso contrario.
(12i) [ Av]a = min([e]a, [¢]a),
[eV ¥]a = max([g]a, [¥]a),
[ — ¢]a = max(l — [g]a, [¥]a),
[ & ¥]a = 1—|[e]a - [¥]1al,
o [ela = 1-I¢la.
(1v)  [Vogela = min{[p[a/z]]a | a € [A]},
[Fze]a = max{[p[a/z]]a | a € |Al}.
Convengdo. Daqui por diante assumiremos que todas as estruturas e todas as

linguagens tém tipos de similaridade apropriados, de modo que nao temos que
especificar os tipos toda vez.

Na légica de predicados existe uma alternativa conveniente e popular para
a notacgao envolvendo o simbolo v de valoragao:

A = ¢ denota [¢]a = 1. Dizemos que “p é verdadeira, valida, em A” se
A = ¢. A relacdo | é chamada de relagdo de satisfagdo.
Note que a mesma notacao é disponivel em légica proposicional — 14 o papel
de A é exercido pela valoragao, por isso poder-se-ia muito bem escrever v |= ¢
no lugar de [¢], = 1.

Até agora definimos a nogdo de verdade apenas para sentengas de L(A).
De modo a estender |= para férmulas arbitrarias vamos introduzir uma nova
notagao.

Definicao 2.4.3 Seja VL(¢) = {z1,..., 21}, entdo Fecho(p) := Vz1...2590 é
o fecho universal de ¢ (assumimos que a ordem de ocorréncia das varidveis z;
tenha sido fixada de alguma forma).

Definicao 2.4.4 (i) A | ¢ sse A | Fecho(y),
(i) = ¢ sse A = ¢ para toda A (do tipo apropriado),
(ili) A ET sse A =9 para toda ¢ € T,
(iv)TEesse  AET = A E ), onde T'U{p} consiste de sentencas.

Se A |E o, chamamos A de um modelo de 0. Em geral: se A =T, chamamos
A de um modelo de T'. Dizemos que ¢ é verdadeira se |= ¢, ¢ é uma conseqtiéncia
semantica de T se T |= ¢, i.e. ¢ se verifica em cada modelo de T'. Note que isso
tudo é uma generalizacao imediata da Definicao 1.2.4.

Se ¢ é uma férmula com varidveis livres, digamos VL(¢) = {z1,..
entdo dizemos que @ é satisfeita por ay, ..., ax € |A|se A = play,...,ax/21,. .., 2k],
¢ é chamada de satisfativel em A se existem aq,...,ag tais que ¢ é satisfeita
por ay,...,ag e ¢ é chamada simplesmente de satisfativel se ela é satisfativel
em alguma estrutura A. Note que ¢ é satisfativel em A sse A |=3z1 ... z50.

As propriedades da relagao de satisfacao estao correspondendo, de forma
compreensivel e conveniente, ao significado intuitivo dos conectivos.

'Jzk}a
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Lema 2.4.5 Se nos restringirmos a sentencas, entao
() AFgAy & ARFgcAkd,
(i) AFeVYy & AEpoul vy,
(i) AF-p & Akg
(iv) AEFe—=v & (AEe = ARY),
(v) AEFeeyv & AEFe © AEY),
(vi) AEVYry & Al gla/z], para todo a € |A|,
(vii) A E3Jze & A ¢la/z], para algum a € |A|,

Demonstragao. Imediata da Defini¢ao 2.4.2. Vamos fazer dois casos.

iv) AE ¢ = ¢ & [¢ o ¢]a = max(l — [¢]a, [¢]a) = 1. Suponha que
A |, ie. [¢]a = 1, entdo claramente [¢]a = 1, ou A = 9.
Reciprocamente, suponha que A = ¢ < A | ¢, e suponha que A [£ ¢ —

¥, entdo o — Y]a = max(l — [¢]a) = 0. Logo, [¥]a = 0 e []a = 1.
Contradicao.

(vil) A E Jzp(z) © max{[e(@)]a | a € |A|} =1 & existe um a € |A] tal que
[¢(@)]a =1 < existe um a € |A] tal que A = ¢(@). O

O Lema 2.4.5 nos diz que a interpretacao de sentencas em A anda em par-
alelo & construgao das sentencas por meio de conectivos. Em outras palavras,
substituimos os conectivos por seus analogos na meta-linguagem e interpretamos
os atomos checando as relagoes na estrutura.

Por exemplo, considere nosso exemplo do grupo aditivo ordenado de inteiros:
A E —Vz3y(z = S(y,y)) © ndo é o caso que para cada nimero n existe um m
tal que n = 2m < nem todo nimero pode ser dividido ao meio em A. Tsso é
claramente correto, pois tome por exemplo n = 1.

Vamos refletir por um momentosobre a valoragao de simbolos proposicionais;
uma relagio 0-dria é um subconjunto de A? = {#}, i.e. ela é  ou {#} e estas
sdo0, quando vistos como ordinais, 0 ou 1. Logo, [P]a = P, e P é um valor
verdade. Isso faz com que nossa definicao seja perfeitamente razodvel. De
fato, mesmo sem estar buscando por um tratamento sistemético, podemos ob-
servar que férmulas correspondem a subconjuntos de A*, onde k é o ndmero
de varidveis livres. E.g. seja VL(¢) = {z1,...,2x}, entdo poderiamos por
[ela = {ar, o) | A @@, .. @)} (= {(@,..,an) | [¢(ar, ... an)]a =
1}), portanto espichando um pouco o significado de [¢]a. Fica imediatamente
claro que a aplicacao de quantificadores a ¢ reduz a “dimensao”. Por exemplo,
BzP(z,y)])a = {a| A = P(b,@) para algum b}, que é a projecio de [P(z,y)]a
sobre o eixo dos y.

Exercicios

1. Seja N = (N, +,-, 5,0), e L uma linguagem de tipo (—;2,2,2;1).
(1) Dé dois termos distintos ¢ em L tais que N =5,
(i1)  Mostre que para cada nimero natural n € N existe um termo
t tal que tN = n,
(ili) Mostre que para cada n € N existe um nimero infinito de termos ¢
tais que t*.

2. Seja A a estrutura do exercicio 1(v) da secdo 2.2. Calcule

(T = 0) = =0) A (=0) = (T = 0))*, (T  ~(=0 v T))A.
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. Seja A a estrutura do exercicio 1(viii), 2.2. Calcule (|(ﬁ) — =54,

T=(=2)- G- (=2)*

. Que casos do Lema 2.4.5 permanecem corretos se considerarmos férmulas

em geral?

. Para sentengas ¢ temos A |= ¢ ou A | —o. Mostre que isso néo se verifica

para ¢ se VL(p) # . Mostre que nem mesmo para sentengas = ¢ ou
E —o se verifica.

. Mostre que para termos fechados ¢ e férmulas ¢ (em L(A):

A ': l= [ﬂ]A’
A E o(t) < ¢([t]a) (Obteremos isso também como um corolario do
Teorema da Substituicdo, 2.5.9).

. Mostre que A | ¢ = A |= ¢ para toda estrutura A, implica E ¢ = 9,

mas nao o contrario.

2.5 Propriedades Simples da Légica de Predica-

dos

Nossa defini¢do de validade (verdade) foi uma mera extensio da defini¢do baseada

em valoragao dada para a légica proposicional. Como consequéncia disso, férmulas

que sdo instancias de tautologias sdo verdadeiras em todas as estruturas A (ex-
ercicio 1). Portanto podemos copiar muitos resultados das segbes 1.2 e 1.3.

Usaremos esses resultados com uma simples referéncia a logica proposicional.
As propriedades especificas concernentes aos quantificadores serdo tratadas
nesta se¢ao. Primeiro consideramos as generalizacoes das leis de De Morgan.

Teorema 2.5.1

(1) E-Vep o Jz-e
(11) E-Jre & Voo
(i1i) EVze & -Jz-p
(iv) | 3Jzp & Ve

Demonstragdo. Se nao ha varidveis livres envolvidas, entdo as equivaléncias
acima sdo quase triviais. Vamos fazer um caso geral.

(i) Seja VL(Vxp) = {z1,..., 2k}, entdo devemos mostrar que

AEVzy . oz (-Vee(z, 21, ..., 28) & Je—e(z, 21, ..., 2)), para toda A.

Logo, temos que mostrar que A | —Vzp(z,a1,...,a) para quaisquer
ai,...,a; € |A|. Aplicamos as propriedades da relagao | tal qual listadas
no Lema 2.4.5:

A Vep(z, @, ..., @) & Al forallzp(z,a,...,T) < nao é o caso

de que para todo b € |A| A |= ¢(b,@1,...,T) < existe um b € [A] tal que
AE-pa,...,a;) © AE3Jz-e(z,a,...,0).

(i) é tratado analogamente,

(iii) pode ser obtido de (i), (ii),
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(iv) pode ser obtido de (i), (ii). O

A ordem em que os quantificadores do mesmo tipo (universal ou existencial)
aparecem ¢é irrelevante, e a quantificagao sobre uma variavel que nao ocorre na
féormula pode ser desprezada.

Teorema 2.5.2
(i) | VaVyp & Vyvzp,
(#7) | Jedyp & FyFze,
(7id) EVre o ¢ sex & VIL(p),
(iv) EJrp o ¢ sex g VEL(p).

Demonstragdo. Deixo ao leitor. O

Ja observamos que V e 3 sao, num certo sentido, generalizacoes de A e V.
Por conseguinte ndo é surpresa que YV (respectivamente 3) distribui sobre A
(respectivamente V). O quantificador V (respectivamente 3) distribui sobre Vv
(respectivamente A) apenas se uma certa condicdo for satisfeita.

Teorema 2.5.3
(1) EVvele
(12) E3z(p
(i) | Valp(a) V ) & Vag(z) Vb se o ¢ VI(Y),
(iv) FEJz(p(z) AyY) & Jzp(z) A sex & VL(Y),

Demonstragdo. (i) e (ii) sdo imediatos.

AY) & Yep AV,
V) & Jre V Vi,

(iii) Seja VL(Va(p(z) VY)) = {z1,..., 2k }. Temos que mostrar que
A |E V. .z (Va(e(z) V ¢) & VYze(z) V ) para toda A, portanto

mostramos, usando o Lema 2.4.5, que A =V (¢(2, 1, ...,a))VY(ar,...,0))

< A EVep(z,ay,...,a,)VY(ay,...,d;) paratoda A e todo@y,...,a; €
|A].

Note que no curso da argumentacio overlinebaray,...,a; permanecem
fixos, portanto nao precisaremos menciond-los toda vez.

<A EVep(e,—)ViY(—) © A EVep(z,—) ou A E ¢(—) &
A = ¢(b,—) para todo b ou A |= ¢(—).
Se A |= ¥(—), entdo temos também A |= p(b,—) V ¢)(—) para
todo b, e portanto A | Vap(z,—) V (—-). Se para todo b A |=
@(b,—) entdao A = ¢(b,—) V ¢)(—-) para todo b, portanto A =

Va(p(e,—) Vi (—)).
Em ambos os casos obtemos o resultado desejado.

=>: Sabemos que para cada b € |A| temos que A |= @(b,—) V ¢(—).
Se A | ¢(—), entdo temos também que A |=Vzp(z,—) Vp(—-),
e nesse caso terminamos.

Se A £ ¢(—) entdo temos necessariamente que A |= ¢(b,—) para
todo b, logo A |= ¢(z,—) e portanto A | Yap(z,—) V ¥ (—).

(iv) é semelhante. O
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Na demonstracao acima ilustramos uma técnica para lidar com as variaveis adi-
cionais z1, ..., 2k, que permanecem livres, e que na verdade nao desempenham
um papel real. Escolhe-se uma seqiiéncia arbitraria de elementos a1, ..., a; para
substituir os z;’s e procura-se manté-los fixos durante a demonstragao. Portanto
daqui por diante na maior parte dos casos ignoraremos as variaveis adicionais.

ADVERTENCIA. Vz(p(z) Vi(z)) = Yap(z) vV Vey(z), e
Jz(p(z) Ap(z)) = Fze(x) Az (z) ndo sdo verdadeiras.

Uma das “tarefas de Cinderela” em légica é o registro de substituicoes, o
manuseio de substitui¢oes iteradas, etc. Vamos enunciar um nimero de lemas
uteis, nenhum deles dificil — trata-se mesmo de trabalho bragal.

Uma palavra de adverténcia ao leitor: nenhum dessas propriedades sintaticas
sao dificeis de demonstrar, nem existe grande coisa a ser aprendida dessas
demonstracdes (a menos que se esteja & procura de objetivos especificos, tal
como medir a complexidade de certos predicados); o melhor procedimento é
expor as demonstracoes diretamente e consultar as provas no livro em caso de
emergeéncia.

Lema 2.5.4 (i) Sejam z e y varidveis distintas tais que z ¢ VL(r), entdo

(tls/x))r/y] = (tr/y])[slr/y]/x],

(i1) sejam x e y varidveis distintas tais que x & V L(s), e sejam ¢ e s termos

livres para @ e y em @, entdo (p[t/x])[s/y] = (¢ls/y))[t[s/vl/x],
(iii) seja o uma férmula livre para $§ em ¢, e seja t um termo livre para x

em ¢ e o, entdo (p[y/8])[t/x] = (p[t/=])[¥[t/=]/9],
(iv) sejam @, formulas livres para $1,%2 em o, seja ¢ uma férmula livre
para $2 em ¢, e suponha que $1 ndo ocorre em 1, entdo (clp/$1])[v/%2] =

(oli/32]) [l /2] /31].
Demonstragdo. (i) Inducdo sobre ¢.
— t = ¢, trivial.

— 1 = 2 Entao i[s/z] = s e (Us/z])[r/y] = s[r/y]; (r/y])[s[r/y]/z] =
z[s[r/yl/z] = s[r/y].

— t=y. Entao (¢[s/z])[r/y] = ylr/y] = r e (t[r/y])[s[r/y]/z] = r[s[r/y]/=] = 1,
pois z ¢ VL(r).

— t =z, onde z # z,y, trivial.

t=f(t1,...,tn). Entdo

(tls/xDlr/y) = (F(tals/z],. .. tals/2]))[r/y]
S(Wals/2)lr/yl, - (tals/2])[r/9])

= f((talr/uD)lslr/yl/2], - ., (talr /9D slr/y)/2])
fltalr/y), - talr/yD)[slr/yl/ 2]

(t[r/y))[slr/ v/ =].

oz

Imediatamente obtemos
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Corolario 2.5.5 (i) Se z ¢ VL(t), entdo t[a/z] = (t[z/z])[a/z],
(i7) Se z ¢ VL(p) e z € livre para x em ¢, entdo pla/x] = (plz/z])[a/z].

E possivel puxar os quantificadores para a frente da férmula. O truque é
bem conhecido em analise: a variavel ligada em uma integral pode ser trocada.
E.g. [zdx + [sinydy = [azde + [sinzde = [(z + sinz)dz. Em légica de

predicados temos um fenomeno semelhante.

Teorema 2.5.6 (Troca de Varidveis Ligadas) Se z,y sdo livres para z em
pex,y¢ VL(p) entdo

= Jzple/z] & Jyely/z],

FVeplz/z] & Yyely/2].

Demonstragdo. Basta considerar ¢ com VL(g) C {z}. Temos que mostrar que
A EJzplz/z] & A E Jyely/z] para qualquer A.

A E3zplz/z] & A= (p[z/z])[a/z] para algum a
& A E pla/z] para algum a & A |E (¢[y/z])[a/y] para algum a & A |

Jyely/2].
O quantificador universal é tratado de forma completamente semelhante. O

O resultado desse teorema é que sempre se pode substituir uma varidavel
ligada por uma “nova” variavel, i.e. uma variavel que nao ocorria na férmula.
Disso se conclui facilmente que

Coroldrio 2.5.7 Toda férmula € equivalente a uma outra férmula na qual nen-
huma varidvel ocorre ao mesmo tempo livre e ligada.

Agora podemos puxar os quantificadores para a frente: Yrp(z) vV Ve (z) &
Vep(z)VVYyd(y) e Yee(z) VVyY(y) < Yey(e(z) Vi(y)), para um y apropriado.

De modo a lidar com légica de predicados de forma algébrica precisamos da
técnica de substituicao de equivalentes por equivalentes.

Teorema 2.5.8 (Teorema da Substituigao)
(1) ':tl =15 ﬁs[tl/x]:s[tg/m]
(i) Et =ty = ¢lt1/z] & plta/2]
(i) [ (p & ¢) = (olp/8] & alv/3])

Demonstragao. Nao é nenhuma restricao assumir que os termos e as férmulas
sao fechados. Tacitamente assumimos que as substituicoes satisfazem as condicoes
“livre para”.

(i) Suponha que A |=t; =15, i.e. t = t2. Agora use inducao sobre s.

— s é uma constante ou uma variavel. Trivial.

— s = F(s1,...,5%). Entao s[t;/z] = F(si[t;/z],..) e (s[t:/z])* =
F((s1[t:;])*/z,...). Hipétese da indugio: (s;[t1/z])* = (s;[t2/2])2,

1 <j <k Logo(s[ti/z])® = F((si[t1/z])®,..) = F((s1[t2/z]),..) =
(s[tz/x]*). Portanto A |= s[t1/z] = s[ta/x].

(i) Suponha que A | #; = t5, logo t§ = t&. Vamos mostrar que A |
plt1/z] © A | ¢lta/z] por indugio sobre .



70 CAPITULO 2. LOGICA DE PREDICADOS

— y éatomica. O caso de um simbolo proposicional_(incluindo 1) é triv-
ial. Portanto considere ¢ = P(s1,...,s8). A = P(s1,...,s%)[t1/2] &
Al P(sifti/z],..)  ((s1[t1/=]), ..., (sk[t1/=])2) € P. Pelo item
(i), (sjlta/a)™ = (slt2/a])A, G =1,... k. B
Logo obtemos ((si[t1/2])A,...,) E P < ... & A |= P(s1,.. )[t2/7].

— @ =1V, o1 Apa, o1 — 2, 1. Vamos considerar o caso da
disjuncdo: A = (¢1 V @2)[t1/z] & A E ¢rlti/z] ou A = @afti/x] 28
AE pita/z] ou A | pofta/z] & A | (91 V @2)[ta/2].

Os conectivos restantes sao tratados semelhantemente.

e =3, o =Vyi
Vamos considerar o quantificador existencial. A = (Jyy)[t1/2] <
A E Jy(Y[ti/z]) © A = [t1/z][a@/y] para algum a.

Pelo Lema2.5.4 A = y[t1/z][a/y] © A E (v[a/y])[t1[a/y]/z]. Aplique
a hipdtese da inducdo a ¥[a/y] e aos termos ¢1[a/y|, ta[a/y]. Observe
que t1 e ty sdo termos fechados, portanto ¢1[a/y] = t1 e ta[a/y] = ta.
Obtemos que A |= ¢[ta/z][a@/y], e portanto A |= Jyip[ta/z]. A outra

direcao é semelhante, assim como o caso do quantificador universal.

(iii) Suponha que A |= ¢ & A |E . Vamos mostrar que A | ofp/$] © A |

o[¢/$] por inducio sobre o.

— o é atomica. Ambos os casos ¢ = § e o # § sdo triviais.
- 0 = 010y (ou —oq). Deixo ao leitor.

— 0 = Yar. Observe que ¢ e 9 sao férmulas fechadas, mas mesmo se
elas nao o fossem z poderia nao ocorrer livre em ¢, 1.

A E (Ver)[e/8] © A E Vm(.r[go/$]). Escolha um elemento a € |A|,
entio A = (rly/S)la/a] ¥ A & (rla/al)lela/2)/s) & A E
(rla/a])le/5) " A rla/allv/s] & A b rfa/ellvla/z)/s) @ A E
(+[/$)(a/a].

Logo A = olp/$] & A = ofu/5].

O quantificador existencial é tratado de modo semelhante. a

Observe que na demonstragao acima aplicamos indugao sobre “o[p/$] para
todo ¢”, porque a férmula de substituicao mudava durante o processo no caso
do quantificador.

Note que o também mudava, por isso a rigor estamos aplicando inducao
sobre o posto (ou entdo temos que formular o principio da inducdo 2.3.4 de
modo um pouco mais liberal).

Corolério 2.5.9 .
() [slt/2]] = [s[I2]/ =1
(i) [elt/=]] = [elle]/ =1

Demonstragdo. Vamos aplicar o Teorema da Substituigao. Considere uma es-
trutura qualquer A. Note que [[t]] = [¢] (por definigio), logo A = [t] = ¢.
Agora (i) e (ii) seguem imediatamente. O
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Usando uma notagio mais frouxa, podemos escrever (i) e (ii) da seguinte
forma:

[s@)] = [s(ILD], ou A k= s(t) = s([t]) e [¢(O)] = [e([tD], ou A | ¢(t) <
e([t)-

Observe que [t] (= [t]a) é apenas uma outra maneira de escrever t*.

Demonstracoes envolvendo analise detalhada da substituicao sao um bocado
macantes porém infelizmente inevitaveis. O leitor pode simplificar as demon-
stracoes acima e outras do género supondo que as férmulas envolvidas sao todas
férmulas fechadas. Nao ha perda concreta de generalidade, pois apenas intro-
duzimos um nimero de constantes de L(A) e checamos se o resultado é valido
para todas as escolhas de constantes.

Agora podemos realmente manipular férmulas de uma forma algébrica. No-
vamente, escreva ‘peqi)’ para designar = ¢ ¢ 1.

FEremplos.

L. Vep(z) = peqVaep(z) V eqIz(-p(z)) V YeqI(np(z) V ¢p)eqIz(p(z) —
¥), onde x ¢ VL().

2. Yep(z) = Jee(z)eqVap(z) V Izp(z)eqIz(—p(z) V ¢(z)). A férmula no
escopo do quantificador é verdadeira (ja da ldgica proposicional), logo a
férmula original é verdadeira.

Definicao 2.5.10 Uma férmula ¢ estd na forma (normal) prenezr se ¢ consiste
de uma cadeia (possivelmente vazia) de quantificadores seguida de uma férmula
aberta (i.e. livre-de-quantificador). Dizemos que ¢ é uma férmula prenex.

Eremplos. FaVyIzdy(zx = zVy =z = v < y), YaVyIz(P(z,y) A Qy,z) —
P(z, 2)).

Puxando os quantificadores para a frente da férmula podemos reduzi-la a
uma férmula na forma prenex.

Teorema 2.5.11 Para cada ¢ existe uma férmula prenex 1 tal que = ¢ < 9.

Demonstragao. Primeiro elimine — e <. Use indugao sobre a férmula resultante
/

.

Para ¢’ atomica o teorema é trivial. Se ¢’ = @1V s e @1, @3 sdo equivalentes
a férmulas prenex 1, 12 entao

U1 = (Quyr) - (Quyn )V,

Uy = (Q121) - (Qrazm) ¥,
onde @;,Q; sdo quantificadores e ¢!, 1% sao férmulas abertas. Pelo Teorema
2.5.6 podemos escolher variaveis ligadas distintas, tomando cuidado para que
nenhuma variavel seja ao mesmo tempo livre e ligada. Aplicando o Teorema
2.5.3 encontramos

¢ (Quun) - (Quu) (@521) - (@nzm) (1 V 2),

e portanto chegamos aonde queriamos.

Os casos restantes deixo ao leitor. O
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Em matemadtica é comum se pressupor que o leitor benévolo pode adivinhar
as intencoes do autor, nao apenas as explicitas, mas também as que sao taci-
tamente passadas através de geracoes de matematicos. Tome por exemplo a
defini¢do de convergéncia de uma seqtiéncia: Ye > 03InYm(|an, — @nym| > €). De
modo a fazer algum sentido dessa expressao é preciso acrescentar: as variaveis
n, m variam sobre o conjunto dos nimeros naturais. Infelizmente nossa sintaxe
nao permite usar varigveis com sortes (tipos) diferentes. Dai como incorporar-
mos expressoes do tipo acima? A resposta é simples: adicionamos predicados
do sorte desejado e indicamos na férmula a “natureza” da variavel.

Ezemplo. Seja A = (R, @, <) a estrutura dos reais com o conjunto dos niimeros
racionais destacado, provido com a ordem natural. A sentenca ¢ := Vay(z <
y— 32(Q(z) ANz < z Az < y)) pode ser interpretada em A da seguinte forma:
A | o, e ela nos diz que os racionais formam um conjunto denso nos reais
(na ordenagdo natural). Achamos, entretanto, que esse modo de expressdo é
um pouco pesado. Por conseguinte introduzimos a nocao de quantificadores
relativizados. Como nao importa se expressamos informalmente “z é racional”
através de z € @) ou de Q(z), vamos facilitar nossas vidas e a cada vez escolher
a notacdo que nos seja mais conveniente. Usaremos (3z € Q) e (Vo € Q) como
notacao informal para “existe um z em ” e “para todo z em Q7. Agora
vamos escrever ¢ da forma Vazy(z < y = 3z € Q(z < z Az < y)). Note que
ndo escrevemos (Vzy € R)(——), pois: (1) ndo existe relacdo R em A, (e) as
variaveis automaticamente variam sobre |A| =

Vamos agora dar a defini¢ao propriamente dita da relativizacao de um quan-
tificador:

Defini¢ao 2.5.12 Se P é um simbolo de predicado unério, entdo (Vz € P)y :=
Va(P(z) = ¢), (3z € P)p := Jz(P(z) A ¢).

Essa notacdo tem o significado pretendido, tal qual aparece de A | (Vz €
P)p < paratodoa € PA A | p[a/z], A | (3xr € P)p & existeuma €
PA tal que A = p[a/z]. A demonstragao é imediata. Usaremos frequentemente
notagdes informais, tais como (V& > 0) ou (Jy # 1), que podem ser expressas
da forma acima. O significado de tais notagoes estard sempre evidente. Pode-
se restringir todos os quantificadores ao mesmo conjunto (predicado), e isso
significa passar para um universo restrito (cf. Exercicio 11).

E de conhecimento geral que ao fortalecer uma parte de uma conjuncgao
(disjun¢do) a férmula inteira é fortalecida, mas que ao fortalecer ¢ em —¢ a
férmula inteira é enfraquecida. Esse fenomeno tem uma origem sintatica, e
introduziremos um pouco de terminologia para lidar com isso de maneira suave.
Definimos indutivamente que uma ocorréncia de uma subférmula ¢ é positiva
(negativa) em o

Definicao 2.5.13 Sub® e Sub~ sao conjuntos definidos simultaneamente por:
Sub*(¢) = {}
Sub~ (¢) =0 para ¢ atomica
Sub* (p10pa) = Sub™ (1) U Sub™ (p2) U {102}
Sub™ (¢10q 2) Sub™ (1) U Sub™ (p2) para O € {A,V}
Subt (1 — @2) = Subt (1) U Subt (p2) U {p1 = @2}
“(p1 =

) Sub (1) U Sub™ (p9)
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Subt (Qz.¢) = Sub™ (¢) U {Qz.¢}
Sub™ (Qz.¢) = Sub™ (¢) para Q € {V,3}

Se ¢ € Sub*(¢), entao dizemos que ¢ ocorre positivamente em 1 (de modo
semelhante para as ocorréncias negativas).

Poderiamos ter-nos restringido a A, — e ¥, mas nao custa tanto espago extra
lidar com os outros conectivos.

O teorema seguinte esclarece as intuigoes basicas: se uma parte positiva de
uma férmula cresce em valor-verdade entao a férmula cresce em valor-verdade
(ou melhor: ndo decresce em valor-verdade). Expressamos esse papel de subférmulas
positivas e negativas da seguinte maneira:

Teorema 2.5.14 Suponha que ¢ (V) seja positiva (negativa) em o, entdo:
() [l < [eo]l = [oler/¢l] < [olp2/ ¢l
(i) [l < [oll = [oln /@]l > o2/ ¢l

(i) A (p1 = p2) = (alp1/e] = ole2/¢])

(iv) AR (1 = p2) = (ola/e] = ol /¢]).

Demonstragdo. Inducao sobre o. O

Exerciclos

1. Mostre que todas as tautologias proposicionais sao verdadeiras em todas
as estruturas (do tipo de similaridade apropriado).

2. Suponha que z ¢ VL(¢)). Mostre que
() I (Vop = 8) & Ja(e > 9),
() = (Brp = ¥) © Vale > ¢),

(i) = (¢ = Fe) © 3o(d — ),

(iv) = (6 = Vo) & Vold — o).

Mostre que a condicio sobre V L(i) no exercicio 2 é necessaria.

-

Mostre que [ YzIyp < JyVze.

Mostre que | ¢ = Vep e = Jze.

D Ot

Mostre que [ Jzp — V.
. Mostre que (£ Jzp ATz = Jz(p A ).

-~

8. Mostre que a condicao sobre z,y no Teorema 2.5.6 é necessaria.

9. Mostre que
1) EVYe(e = 9¢) = Vep > Vay

( );
(i) FE (Fze = Jzy) — Jz(e — ¥);
Eiii) EVz(e & ¢) = (Ve & Vzm/);;
( )

iv) | (VYze = Jz¢) & Tz(e = ¥);
v) | (Fze o Vey) - V(e = 9).

10. Mostre que as reciprocas das implicagdes do exercicio 9(i)—(iii) e (v) ndo
se verificam.
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11.

12.

13.

14.

15.
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Suponha que L tenha um predicado unério P. Defina a relativizacio ¥

de o por

oF = ¢ para ¢ atomica,
(PV)" = @"OW",
(-p)” = e,
(Vze)? = Va(P(z) = ¢"),
(Fze)” = Fa(P(x) A e").

Seja A uma estrutura sem fung oes e sem constantes. Considere a estrutura
B com universo P* e relacdes que sio restricoes das relacdes de A, onde
PA £ (. Mostre que A |= 0¥ < B |= o para sentencas . Por que somente
relacoes sao permitidas em A7

Seja S um simbolo de predicado bindrio. Mostre que | =3JyVz(S(y, z) ©
-S(z,z)). (Pense na relacio “y barbeia z” e lembre-se do paradoxo do
barbeiro de Russell).

(i) Mostre que as condicdes “livre para” nio podem ser desprezadas em

2.5.8.

(i1) Mostre que |Et = s = [t/z] & ¢[s/z].

(iil) Mostre que E ¢ & ¥ == olp/$] & o[¢/$].
Encontre a forma normal prenex de

(a) ~((=Vap(e) VVzy(2)) A (Fzo(z) = Var(z))),

(b) Vap(z) & Fev(x),

(€) ~(Fee(z,y) A Yyu(y) — ¢(z,z)) = FaVyo(z,v)),
(d) (Vep(z) = Fyp(w,y)) = P(z,2)) = FeVyo(z, y).

Mostre que = Jz(p(z) = Yye(y)). (E instrutivo pensar em ¢(z) como ‘z
bebe’).

2.6 Identidade

Temos nos limitado nesse livro a consideracao de estruturas com identidade, e
portanto de linguagens com identidade. Por conseguinte classificamos ‘=" como
um simbolo ldgico, ao invés de um simbolo matematico. Podemos, entretanto,
tratar = nao apenas como um certo predicado bindrio, pois identidade satisfaz
um numero de axiomas caracteristicos, listados abaixo.

I Va(z==z),

I, Vayle =y > y=z),

Is Yayz(z=yAy=z—oz=2z),

1, le...mnyl...yn(/\mi =y >z, .. 20) =Y, .-, Un)),
le...xnyl...yn(/\xi =y >, 2n) =0y, Un)).

Pode-se simplesmente checar que I, Is, I3 sao verdadeiros, em toda estru-
tura A. No caso de I, observe que podemos supor que as formulas sao fechadas.
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Do contrario adicionamos quantificadores para cada varidvel restante e acres-
centamos identidades posticas, e.g.

Vzl...zk:tzl...a:nyl...yn(/\ :L‘i:yi/\/\ 2k =z > (&1, o) =y, - Yn))-

i<n i<k
Agora (t(@y,...,@,))* define uma fungao t* sobre |A|", obtida a partir das
fungoes dadas para A através de varias substituigoes, portanto a; = bi(i <
n) = (4(@,...,@n))* = (t(b1,...,b,))*. Isso demonstra a primeira parte de

Iy.

A segunda parte é demonstrada por inducdo sobre ¢ (usando a primeira
parte): e.g. considere o caso do quantificador universal e suponha que a; = b;
para todo i < n.

A EVup(u,ay,...,a,) © A |E ¢(¢,a,...,a,) para todo PRES
A E (@ b1,...,b,) para todo ¢ & A = Yup(u, by, ..., by).

Logo A & (/\Ei = EZ) = A = VYup(u,@1,...,3,) = Vug@(u,gl, . ,En) Isso
se verifica para todo ay,...,an,b1,...,b,, logo A E Va1 ... 2oy .. yn(/\ml =
yi = (Yup(u, 21, ..., 2,) = Yue(u, 41, .., Yn)).

Note que ¢ (respectivamente t), em I pode ser qualquer férmula (respecti-
vamente termo), portanto I4 permanece verdadeiro para um nimero infinito de
axiomas. Denominamos tal “axioma instante” de esquema de arioma.

Os primeiros trés axiomas enunciam que a identidade é uma relagdo de
equivaléncia. I; enuncia que a identidade é uma congruéncia com respeito a
todas as relagdes (definiveis).

E importante se dar conta de que somente a partir dos axiomas nao podemos
determinar a natureza precisa da relagao de interpretagao. Adotamos explici-
tamente a convencao de que “=” sera sempre interpretada pela igualdade de
fato.

Exercicios
1. Mostre que |= Vz3Iy(z = y).
2. Mostre que = Vz(p(z) & Jy(z =y A ¢(y))) e que
E Vz(e(z) & Vy(z = y = ¢(y))), onde y ndo ocorre em ¢(z).
3. Mostre que |= ¢(t) & Yae(z =t — ¢(z)) se © ¢ VL(t).
4. Mostre que as condigoes dos exercicios sao necessarias.

5. Considere 01 = Vz(z ~ 2), 03 = Vey(z ~y = y ~ 2), 03 = Veyz(z ~
YAy ~ z = x ~ z). Mostre que se A |= 01 AoaAos, onde A = (A, R), entdo
R é uma relagdo de equivaléncia. Obs.: z ~ y é uma notacao sugestiva
para o atomo R(z,y).

6. Seja 04 =Vayz(zx ~y Az ~z— y~z). Mostre que 01,04 |= 03 A 03.

7. Considere o esquema o5 : ¢ ~ y — (¢[e/z] = ¢[y/z]). Mostre que
01,05 |= 02 Aosg. Obs.: se 0 é um esquema, entdo A U {0} = ¢ designa
AUY [ ¢, onde X consiste de todas as instancias de o.



76 CAPITULO 2. LOGICA DE PREDICADOS

8. Obtenha a versao-para-termos de 14 a partir de sua versao-para-férmulas.

2.7 Exemplos

Consideraremos linguagens para alguns tipos familiares de estruturas. Como to-
das as linguagens sao construidas da mesma maneira, nao listaremos os simbolos
l6gicos. Supoe-se que todas as estruturas satisfazem os axiomas da identidade
I,—14. Para um refinamento veja 2.10.2.

1. A linguagem da identidade. Tipo: (—;—;0).

Alfabeto.
Simbolo de predicado: =

As estruturas desse tipo sdo da forma A = (A), e satisfazem I, I, Is. (Nessa
linguagem 74 segue de Iy, I, I, cf. 2.10 Exercicio 5).

Em uma estrutura somente com a identidade existe tao pouca “estrutura’”
que tudo o que se pode fazer é olhar para o nimero de elementos (cardinalidade).
Existem sentencas A, e p,, dizendo que existem pelo menos (ou, no maximo) n
elementos (Exercicio 3, secdo 3.1)

A =3y .. .yn/\yz' #y;, (n> 1),
i
P =YY .. .yn\/yi Zy;, (n>0).
i#j
Portanto A |= A, A pp, sse |A| tem exatamente n elementos. Como universos

nio sfo vazios |= Jz(z = z) sempre se verifica.

Podemos também formular “eziste um tnico x tal que ...”.

Definicao 2.7.1 Flze(z) := Jz(e(z) AVy(e(y) = = = y)), onde y ndo ocorre
em p(z).

Note que lzp(z) é uma abreviacdo (informal).

2. A linguagem da ordem parcial. Tipo: (2;—;0).

Alfabeto.
Simbolos de predicado: =, <.

Abreviagoes x #y:= -z =y, r<y=z<yhz#y,
r>y=y<ez, >y =y<uz,
r<y<zi=z<yAy<z

Definicao 2.7.2 A é um conjunto parcialmente ordenado (poset) se A é um
modelo de

Vryz(e <y<z—z<z),

Vey(zr <y<z oz =y).
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A notagio pode confundir, pois usualmente se introduz a relagdo < (e.g. sobre
os reais) como uma disjuncdo z < y ou # = y. Em nosso alfabeto a relagio é
primitiva, embora um outro simbolo teria sido preferivel, mas decidimos seguir
a tradicao. Note que a relagao é reflexiva: z < z.

Conjuntos parcialmente ordenados sao bem bdésicos em matematica, pois
aparecem sob varias formas. E muitas vezes conveniente visualizar posets por
meio de diagramas, onde a < b é representado como igual ou acima (respecti-
vamente a direita). Uma das tradigdes em légica é a de manter objetos e seus
nomes separadamente. Por conseguinte falamos de simbolos de fungao que sao
interpretados por funcoes, etc. Entretanto, na pratica isso torna a notacao um
pouco carregada. Preferimos usar a mesma notacao para os objetos sintaticos e
suas interpretacdes, e.g. se R = (R, <) é o conjunto parcialmente ordenado dos
nimeros reais, entdo R = Vz3y(z < y), enquanto que a rigor deveria ser escrito
algo como Yz3y(z<y) para distinguir o simbolo da relagao que o interpreta.

O simbolo ‘<’ em R representa a relagao propriamente dita e o ‘<’ na sen-
tenca é o simbolo de predicado. Recomenda-se que o leitor distinga os simbolos
em suas varias apresentacoes.

Mostramos alguns diagramas de posets.

I 11 I A
®
®
d ®
[ ]
o ° ° °
[ ] ° [ ] ° [ ]

Dos diagramas podemos extrair um bocado de propriedades. E.g. A; E
JaVy(z < y) (A; é a estrutura com o diagrama da figura 7), i.e. A; tem um
elemento minimo. Az = Vez—3y(z < y), i.e. em Az nenhum elemento é estrita-
mente menor que um outro elemento.

Definicao 2.7.3 (i) A é um conjunto (linearmente ou totalmente) ordenado se
ele é um poset e A = Vey(z < yVy < z) (cada dois elementos sdo compardveis).

(i1) A é densamente ordenado se A |E Vey(z < y — Jz(z < z Az < y))
(entre dois elementos quaisquer existe um terceiro elemento).

Um exercicio razoavelmente divertido é encontrar sentengas que distinguem en-
tre estruturas e vice-versa. Por exemplo podemos distinguir Az ¢ Ay (do di-
agrama acima) da seguinte maneira: em Ay existe precisamente um elemento
que é incomparavel a todos os outros elementos, em Az existem mais de um
elementos como esse. Ponha o(z) := Vy(y # ¢ - -y < 2 A -z < y). Entdo
Ay EVey(o(z) Ao(y) = z =y), porém As = ~Vay(o(z) Ao(y) = z = y).

3. A linguagem dos grupos. Tipo: (—;2,1;1).

Alfabeto.

Simbolo de predicado: =
Simbolos de fungao: -, ~*
Simbolos de constante: e
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Notacdo: De modo a estar de acordo a pratica escrevemos ¢-s e t~' ao invés de

(t,s) e ~L(2).

Defini¢ao 2.7.4 A é grupo se ele é um modelo de
Vays((v - y)-2) = - (y - 2)),
Ve(r-e=zANe-xz=1z),
Ve(z-z7l=eAxzt-z=¢)

Quando conveniente, escreveremos ts para designar ¢ - s; adotaremos as con-
vengoes de parentizagao da algebra. Um grupo A é comutativo ou abeliano se
A EVay(zy = yz).

Grupos comutativos sao frequentemente descritos na linguagem dos grupos
aditivos, que tém o seguinte alfabeto:

Simbolo de predicado: =
Simbolos de funcao: +, —
Simbolos de constante: 0

4. A linguagem da geometria projetiva plana. Tipo: (2;—;0).

As estruturas que se considera neste caso sao planos projetivos, que sao
usualmente assumidos como consistindo de pontos e retas com uma relagao de
incidéncia. Nessa abordagem o tipo seria (1,1,2;—;0). Podemos, entretanto,
usar um tipo mais simples, ja que um ponto pode ser definido como algo que é
incidente a uma reta, e uma reta como algo para o qual podemos encontrar um
ponto que lhe é incidente. Obviamente isso requer uma relagao de incidéncia
nao-simétrica.

Agora relacionaremos os axiomas, que divergem um pouco do conjunto tradi-
cional de axiomas. E um exercicio simples mostrar que o sistema é equivalente
aos conjuntos tradicionais.

Alfabeto.
Simbolos de predicado: 7, =.

Introduzimos as seguintes abreviagoes:

M(z) := Jy(zTy), A(y) = Fz(xTy).

Defini¢ao 2.7.5 A é plano projetivo se satisfaz
B0 Va(ll(z) & -A(2)),
v Vey(TI(z) ATI(y) — Fz(xlz A ylz),
y2 o Vuv(A(u) AA(v) = Fe(xlu A zlv)),
vz VYryuwv(zlu Aylu AzlvAylv 5z =yVu=1v),
ya o Jzorizezsuouiusus( A zilu; A /\ zilu; A /\ -z luj).
j=i—1(mods) j#i—1(mods3)

~g nos diz que em um plano projetivo tudo é ponto, ou reta; v; e 2 nos dizem que
“quaisquer duas retas se intersectam em um ponto” e “quaisquer dois pontos
podem ser unidos por uma reta”, por s esse ponto (ou reta) é unico se as
dadas retas (ou os dados pontos) sdo distintas (ou distintos). Finalmente 74
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torna os planos projetivos nao-triviais, no sentido de que existem pontos e retas
em numero suficiente.

MA ={ac|Al|AET@}eA* = {be|A|| A = A(b)} sdo os conjuntos
de pontos e retas de A; I* é a relagdo de incidéncia em A.

A formalizacao acima é um bocado complicada. Normalmente se usa um for-
malismo bi-sortido, com P, @, R, ... variando sobre pontos e £, m, n ... variando
sobre retas. O primeiro axioma é entao omitido por convencao. Os axiomas
restantes ficam assim

vy YPQIUPILAQIL,

vy :Vem3P(PILA PIm),

v YPQIM(PIUAQIEAPIMAQIm - P=QVL{=m),

¥y APPIPyPslolibols(NPiIGA N\ PIGA N\ =PIE).

j=i—1(mods3) j#i—1(mods)
i%]

A tradugao de uma linguagem para a outra nao apresenta qualquer dificul-
dade. Os axiomas acima sao diferentes dos axiomas usualmente dados no curso
de geometria projetiva. Escolhemos esses axiomas especificos porque sao faceis
de formular e também porque o chamado principio da dualidade segue imedi-
atamente. (cf. 2.10, Exercicio 8). O quarto axioma é um axioma de extensio, e
simplesmente diz que certas coisas existem; ele pode ser parafraseado diferente-
mente: existem quatro pontos entre os quais nao ha um grupo de trés pontos
colineares (i.e. sobre uma reta). Tal axioma de extensdo é meramente uma
precaucao para assegurar que modelos triviais sejam excluidos. Nesse caso par-
ticular, ndo se poderia fazer muita geometria se houvesse apenas um triangulo!

5. A linguagem dos anéis com elemento unitdrio. Tipo: (—;2,2,1;2).

Alfabeto.

Simbolo de predicado: =
Simbolos de funcao: +, -, —
Simbolos de constante: 0,1

Defini¢ao 2.7.6 A é um anel (com elemento unitario) se ele ¢ um modelo de
Veyz((z+y) + 2=z + (y+ 2)),
Vey(z +y =y + z),
Veyz((z - y) -z =z - (y - 2)),
Veyz(z - (y+2) =2z -y+z-2),
Ve(z 4+ 0 = z),
Ve(z + (—z) = 0),
Ve(l-z=zAz-1=u2z),
0=1.

Um anel A é comutativo se A EVey(z -y =y z).
Um anel A é um anel de divisdo se A EVe(x #0— Jy(z -y =1)).

Um anel comutativo de divisao é chamado de corpo.

Na verdade é mais conveniente se ter disponivel na linguagem de corpos, um
simbolo para a funcao que da o elemento inverso, dai a linguagem teria o tipo
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(—:2,2,1,1;2).
Por conseguinte adicionamos & lista anterior de axiomas as sentencas
Ve(z#0—z-z27l=1A27  2=1)e 0t =1.

Note que devemos de alguma maneira “fixar o valor de 077, e a razao para
isso aparecera em 2.10, Exercicio 2.

6. A linguagem da aritmética. Tipo: (—;2,2,1;1).

Alfabeto.

Simbolo de predicado: =

Simbolos de funcao: +, -, S

Simbolo de constante: 0

(S representa a fungio sucessor n+— n+ 1).

Historicamente, a linguagem da aritmética foi introduzida por Peano com a
intencao de descrever os numeros naturais com adi¢ao, multiplicacao e sucessor,
a menos de isomorfismo. Isso em contraste com, e.g. a teoria dos grupos, na
qual se procura capturar uma grande classe de estruturas nao-isomorfas. Acon-
teceu, entretanto, que os axiomas de Peano caracterizaram uma grande classe
de estruturas, que chamaremos (na falta de um termo) estruturas de Peano.
Sempre que alguma confusao ameaga acontecer usaremos a notagao oficial para
o simbolo zeo: 0, porém na maioria das vezes confiaremos no bom senso do
leitor.

Defini¢ao 2.7.7 Uma estrutura de Peano A é um modelo de

V(0 # S(z)),
Vey(S(z) = S(y) = =z =y),

Ve(x 4+ 0= 2z),
Vay(z + S(y) = Sz +y)),
Ve(z -0 =0),

Vey(z - S(y) =z -y + ),
e(0) AVz(p(z) = ¢(S(2))) = Vap(@).

O 1ltimo esquema de axioma é chamado esquema de indugao ou principio
da indugdo matemdtica.

Sera 1til dispor de um pouco mais de notagao. Definimos:
1:=5(0), 2:= S(1), e em geral n + 1 := S(7),
r<y:=3z(z+ Sz =y),
r{y=z<yVvr=y.

Existe uma estrutura de Peano que é o modelo pretendido da aritmética,
a saber a estrutura usual dos nimeros naturais, com as operacoes usuais de
adica, multiplicagio e sucessor (e.g. os ordinais finitos na teoria dos conjuntos).
Chamamos essa estrutura de Peano de modelo padrdo N, e os numeros naturais
usuais sao chamados de ndmeros padrao.

Verifica-se facilmente que @™ = ne que N |27 < T < n < m: pela definicio
de interpretacao temos que 0" = 0. Assuma que T = n, n——}—lN =(S@E)N =
AN + 1 =n+ 1. Agora aplicamos a inducio matematica na meta-linguagem, e
obtemos que @ = n para todo n. Para a segunda alegacio veja o Exercicio 13.
Em N podemos definir todos os tipos de conjuntos, relagoes e nimeros. Para
ser mais preciso dizemos que uma relagao k-aria R em N é definida por ¢ se
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(a1,...,ax) € R & N = ¢(@r,...,a). Um elemento a € |N| é definido em N
por ¢ se N |= ¢(b) & b=a, ou N | Va(p(2) & 2 = a).

Ezemplos.
(a) O conjunto dos mimeros pares ¢ definido por P(z) := Jy(z = y + y).
(b) A relacdo de divisibilidade é definida por z|y := Jz(zz = y).
(c) O conjunto dos nimeros primos ¢é definido por Pr(z) :=Vyz(z =yz - y =
IVz=1)Az#1.

Podemos dizer que introduzimos os predicados P, | e Pr por defini¢ao
(explicita).

7. A linguagem dos grafos.

Usualmente pensamos em grafos como figuras geométricas consistindo de
vértices e arestas conectando alguns dos vértices. Uma linguagem adequada
para a teoria dos grafos é obtida introduzindo-se um predicado R que expressa
o fato de que dois vértices estao conectados por uma aresta. Dai, nao precisamos
de variaveis ou constantes para arestas.

Alfabeto.
Simbolos de predicado: R, =.

Defini¢ao 2.7.8 Um grafo é umaestrutura A = (A, R) satisfazendo os seguintes
axiomas:

Vazy(R(z,y) — R(y,z)),

Ve—R(z,z).

Essa definicao estda de acordo com a tradigao geométrica. Existem elementos,
chamados vértices, dos quais alguns sao conectados por arestas. Note que dois
vértices sao conectados por no maximo uma aresta. Além do mais, nao ha
(necessidade de haver uma) aresta de um vértice para si préprio. Isso é inspirado
na geometria, entretanto, do ponto de vista das numerosas aplicacoes de grafos
parece que nocoes mais liberais sao desejadas.

FEremplos.

Podemos também considerar grafos nos quais as arestas sao direcionadas.
Um grafo direcionado A = (A, R) satisfaz apenas ao axioma Vz—R(z, z).

FEremplos.
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Se abandonamos a condi¢ao de irreflexividade entao um “grafo” é simples-
mente um conjunto com uma relagao binaria. Podemos generalizar a nocgao
ainda mais, de forma que mais arestas podem conectar um par de vértices.

Para tratar tais grafos generalizados consideramos uma linguagem com dois
predicados undrios V, E' e um predicado ternario C. Pense em V(z) como “x
é um vértice”. FE(z) como “z é uma aresta”, e C(z,z,y) como “z conecta z e
y”. Um multigrafo direcionado é uma estrutura = (A, V, E, C) satisfazendo os
seguintes axiomas:

Ve (V(z) & -E(z)),

Veyz(C(z, z,y) = V(z) AV(y) A E(2)).

As arestas podem ser vistas como setas. Adicionando a condi¢ao de simetria,
Vayz(C(z, z,y) = C(y, z,z)) obtém-se multigrafos ndo-direcionados.

FEzremplos.

figuras da péagina 90

Observacao: A nomenclatura em teoria dos grafos nao é muito uniforme.
Escolhemos nosso arcabougo formal de tal forma que ele se preste ao tratamento
em légica de primeira ordem.

Para o propdsito de descrever multigrafos uma linguagem bi-sortida (cf. ge-
ometria) é bem adequada. Deixo a reformulacdo ao leitor.

Exercicios

1. Considere a linguagem das ordens parciais. Defina predicados para (a) =
é o mdrimo; (b) x é mazimal; (c) ndo existe elemento entre z e y; (d) z é
um sucessor imediato (respectivamente predecessor imediato) de y; (e) z
é o infimo de x e y.

2. Dé uma sentenga o tal que Ay = 0 e Ay = —o (para A; associado aos
diagramas da pagina ?7).

3. Sejam A; = (N, <) e Ay = (7, <) os conjuntos ordenados dos nimeros
naturais, e dos inteiros, respectivamente. Dé uma sentenga o tal que Ay
o e Ay = —o. Faga o mesmo para Az e B = (Q, <) (o conjunto ordenado
dos racionais). Obs.: ¢ estd na linguagem dos posets; em particular, vocé
nao pode adicionar constantes ou simbolos de funcgao, etc., embora que
abreviacoes definidas sejam obviamente bastante tteis.

4. Seja o = FaVy(z < y Vy < z). Encontre posets A e B tais que A E o e
B E —o.

5. Faga o mesmo para o = Veydz((z < zAy<z)V(z <z Az <y)).

6. Usando a linguagem da identidade dé um conjunto (infinito) T tal que A
seja um modelo de T sse A for infinito.

7. Considere a linguagem dos grupos. Defina as propriedades: (a) z é idem-
potente; (b) z pertence ao centro.

8. Seja A um anel; dé uma sentenca o tal que A | ¢ & A é um dominio
integral (i.e. ndo tem divisores de zero).
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9. Dé uma férmula o(z) na linguagem dos anéis tal que A |= o(@) < o ideal
principal (a) é primo (em A).

’

10. Defina na linguagem da aritmética: (a) z e y sdo primos entre si; (b) z é
o menor primo maior que y; (c) z é o maior nimero com 2z < y.

11. o :=Va1...2,3y1 .. .Ymp e 7 := Y1 ... ym sao sentencas em uma lin-
guagem sem a identidade, simbolos de funcao ou constantes, onde ¢ e
sdo livres de quantificador. Mostre que: |= o < o se verifica em todas as
estruturas com n elementos. = 7 < 7T se verifica em todas as estruturas
com 1 elemento.

12. O cdlculo monddico de predicados tem apenas simbolos unarios de pred-
icado (sem a identidade). Considere A = (A, Ry,..., R,) onde todos os
R;’s sao conjuntos. Defina a ~ b:=a € R; & b € R; para todo ¢ < n.
Mostre que ~ é uma relacao de equivaléncia e que ~ tem no maximo 27
classes de equivaléncia. A classe de equivaléncia de a é representada por
[a]. Defina B=A/ ~elal €S; < a€ R;, B=(B,S1,...,5,). Mostre
que A | 0 & B | ¢ para toda ¢ na linguagem correspondente. Para tal
o mostre que |= 0 < A |= o para toda A com no maximo 2" elementos.
Usando esse fato, esquematize um procedimento de decisao para a nogao
de verdade no calculo monadico de predicados.

13. Seja N o modelo padrao da aritmética. Mostre que NE 7 <M & n < m.

14. SejaN = (N, <) e B= (N, A), onde nAm sse (i) n < m e n, m sdo ambos
pares ou ambos impares, ou (ii) se n é par e m é impar. Dé uma sentenga
otal que Ao eBE 0.

15. Se (A, R) é um plano projetivo, entdo (A, R) também ¢ um plano projetivo
(o plano dual), onde Réa relagao inversa da relagao R. Formulandona lin-
guagem bi-sortida: se (Ap, Az, I) é um plano projetivo, entdo (Ar, Ap, f}
também o é.)

2.8 Deducgao Natural

Estendemos o sistema da segao 1.5 para a légica de predicados. Por razoes
semelhantes as mencionadas na secao 1.5 consideramos a linguagem com os
conectivos A, =, 1L e V. O quantificador existencial é deixado de fora, porém
ele serd considerado mais adiante.

Adotamos todas as regras da légica proposicional e adicionamos

p(@) v e

Vre(z) (1)
tal que na regra VI a variavel z nao pode ocorrer em qualquer hipdtese da qual
@(z) depende, i.e. uma hipdtese ndo-cancelada na derivagdo de ¢(z). Em VE
exigimos, é claro, que ¢ seja livre para z.

VI

VI tem a seguinte explicagao intuitiva: se um objeto arbitrario z tem a
propriedade ¢, entao todo objeto tem a propriedade ¢. O problema é que
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nenhum dos objetos que conhecemos em matematica pode ser considerado “ar-
bitrdario”. Portanto ao invés de procurar pelo “objeto arbitrario” no mundo
real (do ponto de vista da matemdtica), vamos tentar encontrar um critério
sintatico. Considere uma varidvel z (ou uma constante) em uma derivagio,
existem fundamentos razodveis para chamar x de “arbitrario”? Aqui vai uma
sugestao plausivel: no contexto das derivacoes chamaremos z arbitrdrio se nada
foi assumido concernente a x. Em termos mais técnicos, x é arbitrario em sua
ocorréncia especifica em uma derivacao se a parte da derivacao acima dela nao
contém qualquer hipdtese que contenha x livre.

Demonstraremos a necessidade das restrigoes acima, lembrando sempre que
o sistema pelo menos tem que ser seguro, i.e. que enunciados derivaveis devem
ser verdadeiros.

Restri¢ao sobre VI:

[ =0
Ve(z = 0)

r=0-—Ve(x=0)
Ve(z=0— Ye(z =0))
0=0—VYz(z=0)

A introducdo do V no primeiro passo foi ilegal.

Logo 0 =0 = Vz(z = 0), porém claramente [ 0 = 0 = Vz(z = 0) (tome
qualquer estrutura contendo mais que apenas o 0).
Restricao sobre VE:

[Vz-Vy(z = y)]

—Vy(y = y)
Ve—-Vy(z = y) = —Vy(y = v)

A eliminacao do V¥ no primeiro passo foi ilegal.

Note que y ndo é livre para z em —Vy(z = y). A sentenca derivada ¢é
claramente falsa em estruturas com pelo menos dois elementos.

Agora vamos dar alguns exemplos de derivacoes. Assumimos que o leitor
nesse ponto tenha experiéncia suficiente em cancelar hipdteses, de tal forma que
nao mais indicaremos os cancelamentos usando numeros.

[VaVye(z,y)] vE Va(e(z) Ap(x))]  Va(e(z) Av(z))]
Yye(z, y) vE e(z) AyY(z) e(z) A yY(z)
e(z,y) i o(x) P(z)
Veo(z,y) i Vep(z) Vai(z)
YyVzp(z, y) Vap(z) AVeyp(z)

%
VaVyp(z,y) = YyVze(z, ) Ve(e AY) = Vep AVaey
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Seja z ¢ VL(y)

[Vz(p — ¢(z))] vE

P = P(z) [¢]
¥(z) - lel VI el VE
— VI Yap @
—go Vi) — 1 v Vzp

V(e — (x)) = (¢ — Vai(z))

Na derivacdo mais & direita VI foi permitido, pois 2 ¢ VL(y), e VE §é
aplicével.

Note que VI na derivagdo mais & esquerda é permitido porque z ¢ V L(y),
pois naquele ponto ¢ é ainda (parte de) uma hipdtese.

O leitor tera absorvido a técnica por tras das regras dos quantificadores:
reduza um Vze e reintroduza YV mais adiante, se necessario. Intuitivamente,
procede-se da seguinte maneira: para mostrar que “para todo z ...z ...” basta
mostrar que “...z...” para um z arbitrario. Esse dltimo enunciado é mais facil
de manusear. Sem entrar em distingoes filoséficas mais apuradas, notamos que a
distincao “paratodo z ...z ...” — “para um z arbitrario ...z ...” estda embutido
no nosso sistema por meio da distingao “enunciado quantificado” — “enunciado

com variavel livre”.

O leitor tera também observado que sob uma estratégia razoavel de derivagao,
a grosso modo, eliminagao precede introducao. Existe uma explicacao segura
para esse fenomeno, seu tratamento apropriado pertencendo a teoria da prova,
onde derivagées normais (derivacdes sem passos supérfluos) sdo consideradas.
Veja o Capitulo 6. No momento o leitor pode aceitar o fato mencionado acima
como uma regra-do-polegar conveniente.

Podemos formular as propriedades de derivabilidade do quantificador uni-
versal em termos da relagao F:

I'Fp(z) = TFVep(x) se z ¢ VI(p) para toda ¢ € T,

I'FVazp(z) = T F (t) se t élivre para z em .
As implicagdes acima seguem diretamente de (V1) e (VE).

Nosso préximo objetivo é a corretude do sistema de deducao natural para a
légica de predicados. Primeiro estendemos a definigio de [=.

Defini¢ao 2.8.1 Seja I’ um conjunto de férmulas e suponha que {z;,, 2;,,...} =
VL) | ¥ € TU{o}}. Se a é uma seqiiéncia (a1, as,...) de elementos
(repeticdes permitidas) de |A[, entdo T'(a) é obtido de T substituindo simul-
taneamente em todas as férmulas de T' os z;; por @; (j > 1) (para T' = {s}
escrevemos 1(a)). Agora definimos

(i) AET(a) se A =4 paratoda ¢ € T'(a)

(75 TE®o se A ET(a) = A |Eo(a) para todas A, a.
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No caso em que apenas sentencas forem envolvidas, a definicao pode ser
simplificada:
I'Eose AET = A |= o para toda A.

Se T' = }, escrevemos = o.

Podemos parafrasear essa defini¢do da seguinte maneira: T | o, se para
toda estrutura A e todas as escolhas de a, o(a) é verdadeira em A se todas as
hipdteses de T'(a) sdo verdadeiras em A.

Podemos agora formular
Lema 2.8.2 (Corretude) TFo =T =o0.

Demonstragdo. Pela definicao de I' - o basta mostrar que para cada derivacao
com T’ como conjunto de hipdteses e com o como conclusao I' |= 0. Usamos
indugéo sobre D (cf. 1.5.1 e exercicio 2).

Como ja demos nossa defini¢ao de satisfagao em termos de valoragoes, que
evidentemente contém a légica proposicional como um caso especial, podemos
copiar os casos de (1) a derivagdo com um elemento, (2) as derivagdes com
uma regra proposicional no iltimo passo, do Lema 1.6.1 (favor verifique essa
alegaco).

Logo temos que tratar as derivagdes com (VI) ou (YE) como passo final.

(V) D D tem suas hipdteses em I' e  ndo é livre em T'.
o(z) Hipdtese da indugao: T = ¢(z), i.e. A = T(a)
Veo(z) A = (¢(z))(a) para toda A e toda a.

Nao significa restricao supor que z € a primeira das variaveis livres envolvidas
(por que?). Portanto podemos substituir z por @; em ¢. Ponha a = (a1,a’).
Agora temos:

para todo a1 e a’ = (a

para toda a’ A = T(a’

para toda a’ A = T(a’

2,...) AET(a') = A E ¢(@)(a), logo
) = (A E (¢(@1))(a’) para todo a1, logo
) = A | (Vop(z))(@').

Isso mostra que T' |= Vo (). (Note que nessa demonstragio usamos V(o —
(z)) = (0 — Var(z)), onde # ¢ VL(o), na metalinguagem. E claro que
podemos usar principios seguros no meta-nivel.)

(VE) D Hipdtese da inducdo: T = Vaee(z),
Vep(z) le. AET(a) = AE (Vze(z))(a),
(1) para toda a e A.

Portanto suponha que A |= T'(a), entao A |= (b)(a) para todo b € |A]. Em
particular podemos tomar ¢[@/z| para b, onde abusamos um pouco da notacio;
como existem um numero finito de varidveis zy, ..., z,, precisamos apenas de
um nimero finito de a;’s, e consideramos portanto uma substituicao simultanea
comum.

A E (¢la/z])[t[a/z]/z], dai pelo Lema 2.5.4, A |= (¢[t/z])[a/z], ou A |
(o(0)) (). :

Tendo estabelecido a corretude de nosso sistema, podemos facilmente obter
resultados de nao-derivabilidade.



2.8. DEDUCAO NATURAL 87

Ezemplos.

1. ¥ Vadye — JyVze.
Tome A = ({0, 1}, {(0,1),(1,0)}) (tipo (2; —;0)) e considere
¢ := P(z,y), o predicado interpretado em A.
A EVz3yP(z,y) pois para 0 temos
(0,1) € P e para 1 temos (1,0) € P.
Mas A }£ JyVz P(z, y), pois para 0 temos
(0,0) ¢ P e para 1 temos (1,1) ¢ P.

2. Yep(z, ), Yey(e(z,y) = ¢y, 2)) ¥ Veyz(e(z, y) A ey, z) = p(z, 2)).
Considere B = (R, P) com P = {{a,b) | |a — b] < 1}.

Embora variaveis e constantes sejam basicamente diferentes, elas tém al-
gumas propriedades em comum. Tanto as constantes como as varidveis livres
podem ser introduzidas nas derivagoes através de VE, porém apenas as varidveis
livres pode ser submetidas a regra VI, — isto é, variaveis livres podem desapare-
cer nas derivacoes por outros meios que nao os proposicionais. Segue que uma
variavel pode tomar o lugar de uma constante numa derivacao porém em geral
o contrario nao é verdadeiro. Tornamos isso mais preciso no que se segue.

Teorema 2.8.3 Seja x uma varidvel que ndo ocorre em I' ou em .
() TFe=Tz/ctF lz/c].
(i1) Se ¢ ndo ocorre em T, entdo Tt ¢(c) = T+ Vep(z).

Demonstragdo. (ii) segue imediatamente de (i) por VI. (i) Indugio sobre a
derivacao de T' - . Deixo ao leitor. O

Observe que o resultado é bastante dbvio, pois trocar ¢ por z é tao inofensivo
quanto pintar ¢ de vermelho — a derivagao permanece intacta.

Exerciclos

1. Mostre que:

(i) FVz(e(z) = () = (Vee(z) = Vay(z)),
(il)  FVYaze(z) = Veop(z),

(i) FVap(z) > Vze(z) se z ndo ocorre em ¢(z),
Eiv FVaVye(z, y) = YyVee(z,y),
(
(

~—

(
v)  FVYaVye(z,y) - Vee(z, z),
vi)  FVYaz(e(z) A(z)) & Yee(z) AVey(z),
vil) FVz(e = ¥(2)) & (¢ = Yay(z)).

2. Estenda a defini¢io de derivagdo para o sistema atual (cf. 1.4.1).

3. Mostre que (s(t)[a/z]))* = (s((t[a/z])*)[a/=])*.
4. Mostre as implicagoes inversas de 2.8.3.

5. Atribua a cada dtomo P(t1,...,%¢,) um simbolo proposicional, denotado
por P. Agora defina uma traducao 1 da linguagem da 14gica de predicados
para a linguage da légica proposicional da seguinte forma
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P(ty,... t,)1 =P e 1t=1

Mostre que T' F ¢ = TT F of onde F! quer dizer “derivavel sem usar
(VI) ou (YE)” (e a reciproca se verifica?)

Conclua que a ldgica de predicados é consistente.

Mostre que a ldgica de predicados é conservativa sobre a logica proposi-
cional (cf. definicdo 3.1.5).

2.9 Adicionando o Quantificador Existencial

Vamos introduzir 3z¢ como uma abreviagio para —=Vz—y (o Teorema 2.5.1 nos
diz que hd uma boa razio para proceder dessa forma). Podemos demonstrar o

seguinte:

Lema 2.9.1
(1) () F Jzp(x)(t livre para z em )

(@) T,p(z)F ¢ =T, 3ep(z) ¢

se x ndo é livre em Y ou em qualquer formula de T'.

Demonstragdo. (i)
Vamg(z)]
—e(t) p(t)

logo ¢(t) F Jzp(z).
(i)

Weoglr)  Veoel)

L
— RAA

d

Ezplicagao. A subderivagao no canto superior a esquerda é a derivacao dada;
suas hipdteses estdo em I'U{¢(z)} (apenas ¢(z) é mostrada). Como ¢(z) (isto
é, todas as ocorréncias dessa férmula) é cancelada e z ndo ocorre livre em T' ou
¥, podemos aplicar YI. Da derivagio concluimos que T, Jzp(z) F 9.
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Podemos compactar a iltima derivacao em uma regra de eliminacao para 3:

()]

ey () ¥
P

com as condicOes: z nao é livre em 1, ou em uma hipétese da subderivacao de

1, diferente de ¢(z).

JE

Isso pode facilmente verificado como correto pois sempre podemos preencher
os detalhes ausentes, tal qual mostrado na derivagao anterior.

Por (i) temos também uma regra de introducao: 37 para t livre para

, Azp(2)
x em .
FEzxemplos de derivagoes.
[V (p(z) = ¢)° vE
p(x) =9 [p(2)]"
o)) ; o
Sl 3, r ¢ VL(¥)
(2
— =D
Jzo(z) = ¢
— I3
Va(p(z) = ¢) = (Fop(z) = ¢)
[p(x)])! [ ()]
Jzp(x) Jzip(x)
[p(x) V()] Frp(z)VIey(z)  Tep(r) vV Iey(z) VE
Belpla) v ()P (o) V30

Jzp(z) V Iz (z)
— I3
Jz(p(x) vV ip(z)) = Jzp(x) V Izy(x)

Vamos expor brevemente a abordagem alternativa, ou seja aquela de enriquecer
a linguagem.

Teorema 2.9.2 Considere a ldgica de predicados com a linguagem integral e
as regras para todos os conectivos, entdo - Jzp(z) & —Vr—p(z).

Demonstragao. Semelhante a demonstragao do Teorema 1.6.3. a

Agora é hora de enunciar as regras para VY e 3 com mais precisao. Queremos
substituigcoes de termos para algumas ocorréncias da variavel quantificada em
(VE) e (3E). O exemplo abaixo d4 uma motivacio para isso.

Ve(z =z
vie=2)

37
Jy(z = y)

r==x
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O resultado nao seria derivavel se pudéssemos apenas fazer substituigoes
para todas as ocorréncias ao mesmo tempo. Mesmo assim, o resultado é eviden-
temente verdadeiro.

A formulacao apropriada das regras agora é:

@ Ve
vI — E
Yap o[t/ z]
[¢]
o[t/ f
37 . iE g, o "
zp - -
(4
com as restrigcoes apropriadas.
Exercicios
Mostre que:

1. F3z(e(z) AY) & Jzp
FVYz(e(z) V) & Vep
FYzp(z) & —Jz-p(z),
F=Vze(z) & Jz-p(z),
F—Jze(z) & Ye-p(z),
F Ja(ple) — ¥) © (Vap(z) > ) se v ¢ VI(Y),
F el - ¥(2) © (- J(2)) se o ¢ VE(p),
F dzdye < Jyze,

Fdzp & psexd VI(p).

)N se xz & VL(Y),
)V se z ¢ VL(Y),

—_—

O 00 =1 O O i W N

2.10 Deducao Natural e Identidade

Vamos dar regras, correspondendo aos axiomas Iy — — /4 da segao 2.6.
—R§L
F=9
RIy
y=zx
r=%Y y=2z
— Rl
1=y YT Y
L1 =Y,y =
n n R[4
t(zr, .. 2n) =t(Y1, -y Yn)
TI=Y, T = Yo P(T1,..., Tn) RI;
Qo(yla"'ayn)
onde y1, ...,y sao livres para z1,...,z, em . Note que desejamos permitir

substituicdo da varidvel y; (i < n) para alguma porém nio necessariamente
todas as ocorréncias da variavel z;. Podemos expressar isso formulando Rl
nos termos precisos do operador de substituicao simultanea:

L1 =Y, -y Tn = Yn

ter, .. 2nfz1, o 2n) =Y, - Yn /21, e 20
TI= Y, T =Yn PlT1,. ., TfZ1, ..., 20

So[yla“'ayn/zla'“azn]
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Ezemplo.

r=y z+y*>12
2y* > 12z

r=vy zl+y?> 122

2?4yt > 12y

r=y 2 +y* > 122

2y? > 12y
Os exemplos acima sao aplicacoes legitimas de RI4 que tém trés diferentes con-
clusoes.

A regra RI; nao tem hipdteses, o que pode parecer surpreendente, porém
certamente nao é proibido.

As regras Rl tém muitas hipdteses, e em consequéncia as arvores de derivagao
podem parecer um pouco complicadas. Obviamente pode-se obter todos os
beneficios de RI, através de uma regra restrita, permitindo-se apenas uma sub-
stituicao a cada vez.

Lema 2.10.1 - [; para:=1,2,3,4.
Demonstragdo. Imediata. O

Podemos enfraquecer um pouco as regras R1, considerando apenas os termos
e as féormulas mais simples.

Lema 2.10.2 Seja L do tipo (r1,...,7n;a1,...,am; k). Se as regras

xl:y11"'1xrl:yrl Pl(l‘l,...,l‘rl) .
para todo i < n
Pl(ylﬂ"':yn)
e
;‘El:yl,...,;‘ﬂaj :yaj

para todo j < m
fj(mla"'7maj) = fj(yl1~"ayaj)
sdo dadas, entao as regras R, sao derivdvers.

Demonstra¢ao. Consideramos um caso especial. Suponha que L tenha um
simbolo bindrio de predicado e um simbolo unério de funcao.

(i) Mostramos que z = y F t(z) = t(y) por indugdo sobre ¢.

(a) ¢(z) é uma variavel ou uma constante. Imediato.
(b) t(z) = f(s(z)). Hipdtese da inducdo: z =y I s(z) = s(y)

[z = y]
f(x) = 1(y) — r=y
Vey(z =y — f(z) = f(y))
s(z) = s(y) = f(s(z)) = f(s(y)) s(z) = s(y)
f(s(x)) = f(s(y))
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Tsso mostra que z = y - f(s(z)) = f(s(y)).
(i1) Mostramos que # = ¢, ¢(Z) F ¢(¥)
(a) ¢ é atomica, entdo ¢ = P(t,s). t e s podem (neste exemplo) conter
no maximo uma variavel cada. Portanto basta considerar
1 =Y1,T2 = Y2, P(t(l‘l, :E2)a 5(:511 m2)) '_ P(t(yla yZ)a 5(3/17 y2))1
(i.e. P(t[z1, 22/21,23],...).
Agora obtemos, aplicando — E duas vezes, de
(21 =w] [x2=w2] [P(z1,29)]
P(y1,y2)
1 =2y = (2 =y2 = (P(x1,22) = P(y1,92)))

I 3x

Vaizayyz (21 = 2o = (22 = y2 = (P(21,22) = P(y1,92))))
s(z1,22) = s(y1,y2) = (H(z1,22) =t(y1,92) = (P(s2,tc) = P(sy,ty)))
e das duas seguintes instancias de (i)

T1=Y1 T2=1Y2 T1=Y1 T2=1Y2

D . D

VE

s(z1,22) = s(y1,y2) t(z1, 22) = t(y1, y2)
o resultado desejado, (P(zz,tz) = P(sy,ty)).
Logo &1 = y1,22 = y2 F P(24,15) — P(sy,ty)
onde s; = s(x1,22), sy =s(y1,¥2),
tx :t((El,CEQ), ty:t(yl,yQ).
(b) p =0 — .

Hipdtese da indugao: Z=y, 0@t o)
=y, 7(%) F (9
F=y [o(y)]
D
(%) = r(2) o (%)
(%) r=y
D/

o(y) = 7(¥)
Logo Z = §,0(%) = (%) F o(¥) = 7().
(c) ¢ = o AT, deixo ao leitor.
() ¢ = Veu(z,8)
Hipdtese da inducdo: & = ¢, v(z, Z) F ¥(z,¥)

Vzip(z, %)
P(z,8) F=y
D
¥(z,9)

Vzip(z, )



2.10. DEDUCAO NATURAL E IDENTIDADE 93

Logo & = §,Vz(z, &) F Vzi(z, ¥).

Isso estabelece, por indugao, a regra geral. O

Exerciclos

1. Mostre que Vz(z = z),Yeyz(z = yAz =y — ¢ = z) b Iy A I3 (usando
apenas a légica de predicados).

2. Mostre que F Jz(t = z) para qualquer termo ¢. Explique por que to-
das as fun¢des em uma estrutura sdo totais (i.e. definidas para todos os
argumentos); que significa 0717

3. Mostre que FVz(z =2z > z=y) 2z =y.
4. Mostre que FVayz(z £y s> 2 £ 2Vy# z).
5. Mostre que na linguagem da identidade, 11, I, Is - 1.

6. Mostre que Ve(z = aVae =bVe =c)F Yep(z) & (pla) Ve(b) Ve(e)),
onde a, b, ¢ sdo constantes.

7. Mostre que:
(i) Vey(f(z) = f(y) = @ = y),Vay(g(z) = g(y) = 2 =y) F Vay(fg(z)) =
flgy) = z=y),
(ii) VyJz(f(z) = y), VyIz(g(z) = y) F VyIz(f(9(2)) = y).

Que propriedades sao expressas por esse exercicio?

8. Demonstre o seguinte Principio da Dualidade para a geometria projetiva
(cf. definigio 2.7.5): Se T F ¢ entdo temos também T + ¢ onde T é o
conjunto de axiomas da geometria projetiva e p? é obtida de ¢ substi-
tuindo cada dtomo zTy por ylz. (Sugestdo: verifique o efeito da tradugao
d sobre a derivacao de ¢ a partir de T'.
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Capitulo 3

Completude e Aplicacoes

3.1 O Teorema da Completude

Tal qual no caso da légica proposicional mostraremos que ‘derivabilidade’ e
‘consequéncia semantica’ coincidem. Faremos bastante coisa antes de chegar
no teorema. Embora a demonstragao do teorema da completude nao seja mais
dificil que, digamos, algumas demonstragoes em anélise, recomendariamos ao
leitor que fizesse uma leitura do enunciado do teorema e que saltasse a demon-
stracao na primeira leitura, retornando a ela mais tarde. E mais instrutivo ir
as aplicacoes e isso provavelmente dara ao leitor um melhor sentimento para o
assunto.
A principal ferramenta neste capitulo é o

Lema 3.1.1 (Lema da Existéncia de Modelo) Se T' € um conjunto consis-
tente de sentencas, entao I' tem um modelo.

Uma versao mais refinada é

Lema 3.1.2 Suponha que L tenha cardinalidade k. Se I' é um conjunto con-
sistente de sentengas, entdo I' tem um modelo de cardinalidade < k.

De 3.1.1 imediatamente deduzimos o teorema de Godel
Teorema 3.1.3 (Teorema da Completude) T'F ¢ & T | ¢.

Passaremos agora por todos os passos da demonstragao do teorema da com-
pletude. Nesta secao consideraremos sentencas, a menos que mencionemos es-
pecificamente formulas nao-fechadas. Além do mais, ‘+’ representara ‘derivabil-
idade na légica de predicados com identidade’.

Tal qual no caso da légica proposicional temos que construir um modelo e a
Unica coisa que temos é nossa teoria consistente. Essa construcao é uma espécie
de truque do Bardo de Miinchhausen; temos que nos sacar (na verdade, sacar um
modelo) de uma montanha de sintaxe e de regras de prova. A idéia mais plausivel
é formar um universo a partir de termos fechados e definir relacoes como os
conjuntos de (uplas de) termos nos dtomos da teoria. Ha basicamente duas
coisas que temos que cuidar: (i) se a teoria nos diz que Jzp(z), entdo o modelo
tem que fazer com que Jzp(z) seja verdadeira, e portanto é que preciso exibir
um elemento (que nesse caso é um termo fechado ¢) tal que ¢(?) seja verdadeira.

95
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Isso significa que a teoria tem que provar ¢(¢) para um termo fechado apropriado
t. Esse problema é resolvido nas chamadas teorias de Henkin. (ii) Um modelo
tem que decidir sentencas, 1.e. ele tem que dizer se ¢ ou —o se verificam, para
cada sentenca o. Tal qual em légica proposicional, isso é tratado pelas teorias
consistentes maximais.

Definicao 3.1.4 (i) Uma teoria T é uma colecdo de sentengas com a pro-
priedade T' F
varphi = ¢ € T (uma teoria é fechada sob derivabilidade).

(i1) Um conjunto T' = {¢ | T F ¢} é chamado de um conjunto de ariomas
da teoria T'. Os elementos de T sao chamados ariomas.

(iii) 7' é chamado de uma teoria de Henkin se para cada sentenga Jzp(z)
existe uma constante ¢ tal que Jxp(z) = ¢(c) € T (tal constante ¢ é chamada
de uma testemunha para Jzp(z)).

Note que T'= {¢ | T F o} é uma teoria. Pois, se T'F o, entdo o1,...,05 F ¢
para uma certa ¢; com I' F 0.

figura

Definicao 3.1.5 Sejam T e T’ teorias nas linguagens L e L'.
(i) T é extensdo de T'se T C T,
(i1) 7" é uma extensdo conservativa de T'se T'"NL =T (i.e. todos os
teoremas de 7" na linguagem L jd sio teoremas de T').

Exemplo de uma extensdo conservativa: Considere uma légica proposicional
P’ na linguagem L com —, A, L, ¢, /Entao o exercicio 2, secdo 1.6, nos diz
que P’ é conservativa sobre P.

Nossa primeira tarefa é a construcao de extensées de Henkin de uma dada
teoria T, isto é: extensdes de T que sejam teorias de Henkin.

Definicao 3.1.6 Seja T' uma teoria com linguagem L. A linguagem L* é obtida
a partir de L pela adigdo de uma constante c, para cada sentenga da forma
Jdzp(z), uma constante c¢,. T é a teoria com o conjunto de axiomas

T U{Jzp(z) = ¢(ey) | Jzp(z) é fechada, com testemunha ¢, }.
Lema 3.1.7 T* € conservativa sobre T.

Demonstragdo. (a) Seja Jzp(z) — ¢(c) um dos novos axiomas. Suponha que
T,3zp(z) = ¢(c) F ¢, onde ¢ ndo contém ¢ e T é um conjunto de sentengas,
nenhuma das quais contém a constante ¢. Vamos mostrar que I' F ¢ em um
certo nimero de passos.

1. TF3zp(x) = ¢(c) = ¢,

2. T F Jzp(z) = ¢(y)) = ¢, onde y é uma varidvel que nao ocorre na
derivagao associada. 2 segue de 1 pelo Teorema 2.8.3.

3. T FVy((Fze(z) = ¢(y)) — ¢). Essa aplicagio de (VI) estd correta, pois
¢ nao ocorria em .

4. T F Jy(Fzp(z) = ¢(y)) = ¢, (cf. exemplo da secdo 2.9).
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5. TF (Fee(z) = Jye(y)) — ¥, (secdo 2.9, exercicio 7).
6. F Jzp(z) = Jye(y).
7. T o, (de 5.6).

(b) Suponha que 7™ F ¢ para uma ¢ € L. Pela definicdo de derivabil-

idade T U {o1,...,0,} F ¥, onde o; sdo os novos axiomas da forma
Jzp(z) — ¢(c). Vamos mostrar que T F 9 por indugio sobre n.
Para n = 0 estamos resolvidos. Suponha que TU{o1,...,0n41} F 9.
Faca ' =T U {o1,...,0,}, entdo TV, 041 F ¢ e podemos aplicar o
item (a). Dai, TU{o1,...,00} F 9. Agora, pela hipStese da inducio,
TE . O

Embora tenhamos adicionado um numero de testemumhas a 7', nao ha
evidéncia de que 7™ seja uma teoria de Henkin, pois ao enriquecer a linguagem
nés também adicionamos novos enunciados existenciais Jz7(z) que podem nao
ter testemunhas. De modo a contornar essa dificuldade iteramos o processo
acima um numero contavel de vezes.

Lema 3.1.8 Defina Ty :=T; Tpy1 = (Tn)*; Tw = U{Tn | n > 0}. FEntdo T,
€ uma teoria de Henkin e € conservativa sobre T.

Demonstragdo. Chamemos de L, (resp. L) a linguagem de T,, (resp. T,,).
(i) T, é conservativa sobre T'. Indugao sobre n.

(i1) T, é uma teoria. Suponha que T, I o, entdo ¢q,..., ¢, F o para certas
©wo,.--,on € Ty. Para cada i < n ¢; € T, para algum m;. Seja m =
max{m; | i < n}. Como Ty C Tx4+1 para todo k, temos que T,,, C Tp,
(i < n). Por conseguinte T,,, - 0. T, é (por defini¢do) uma teoria, logo
ceTl, CT,.

(i) 7, é uma teoria de Henkin. Seja Jzp(z) € L, entdo Jzp(z) € L, para
algum n. Por defini¢do Jzp(z) = ¢(c) € Thy1 para um certo ¢. Logo
Jzp(z) = ¢(e) € Ty,

(iv) T, é conservativa sobre T. Observe que T, F o se T, I o para algum n e
aplique (i). d

Como um corolario obtemos: 7T, é consistente se T também o é. Pois
suponha que 7, seja inconsistente, entao 7T, F L. Como 7T, é conservativa
sobre T' (e L € L) T+ L. Contradicao.

Nosso préximo passo é estender T, tanto quanto possivel, tal como fizemos
na légica proposicional (1.5.7). Enunciamos um principio geral.

Lema 3.1.9 (Lindenbaum) Cada teoria consistente estd contida em uma teo-
ria marimamente consistente.

Demonstra¢ao. Fazemos uma aplicacao direta do Lema de Zorn. Seja T con-
sistente. Considere o conjunto A de todas as extensoes consistentes 7" de T,
parcialmente ordenadas por inclusao. Alegacao: A tem um elemento maximal.
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1. Cada cadeia em A tem um limitante superior. Seja {7; | i € I} uma
cadeia. Entao 7" = |J7T; é uma extensao consistente de T' contendo todos
os T;’s (Exercicio 2). Logo 7" é um limitante superior.

2. Por conseguinte A tem um elemento maximal T, (lema de Zorn).

3. T,, é uma extensao maximamente consistente de 7. Apenas temos que
demonstrar que: se T,, C 7" e T’ € A, entao T, = 7. Mas isso é trivial
pois T,,, é maximal no sentido de C. Conclusao: T esta contida na teoria
maximamente consistente 7y,. O

Note que em geral T' tem muitas extensdes maximamente consistentes. A
existéncia acima estd longe de ser dnica (na verdade a demonstragio de sua
existéncia usa essencialmente o axioma da escolha). Note, entretanto, que se a
linguagem é contavel, pode-se reproduzir a demonstracao de 1.5.7 e dispensar o
Lema de Zorn.

Agora combinamos a construgao de uma extensao de Henkin com uma ex-
tensao maximamente consistente. Felizmente a propriedade de ser uma teoria
de Henkin é preservada sob a operacao de se tomar uma extensao maximamente
consistente. Pois, a linguagem permanece fixa, dai se para um enunciado ex-
istencial Jzp(z) existe uma testemunha ¢ tal que Jzp(z) = ¢(c) € T, entdo
trivialmente, 3zp(z) — ¢(¢) € Tp,,. Portanto

Lema 3.1.10 Uma extensdo de uma teoria de Henkin com a mesma linguagem
é novamente uma teoria de Henkin.

Agora chegamos a demonstracao de nosso principal resultado.

Lema 3.1.11 (Lema da Existéncia de Modelo) Se T' € consistente, entdo
I' tem um modelo

Demonstragdo. Seja T = {o |T F o} a teoria dada por T'. Qualquer modelo de
T é, obviamente, um modelo de T'.

Seja T, uma extensdo de Henkin maximamente consistente de T' (que existe
pelos lemas precedentes), com linguagem Ly, .

Construiremos um modelo de 7T, usando a prépria 7;,. Nesse ponto o leitor
deveria se dar conta que uma linguagem é, afinal de contas, um conjunto, ou
seja um conjunto de cadeias de simbolos. Portanto, exploraremos esse conjunto
para construir o universo de um modelo apropriado.

1. A={t € L, | t é fechado}.

2. Para cada sfmbolo de funcio f definimos uma funcio f . A* - A por

f(tl,...,tk) = f(tl,...,tk).

3. Para cada simbolo de predicado P definimos uma relagio P C AP por
<t1,...,tp> ePesT,F P(t(tl,...,tp).

4. Para cada simbolo de constante ¢ definimos uma constante ¢ := c.

Embora possa parecer que criamos o modelo desejado, temos que melhorar

o resultado, porque ‘=’ nao ¢ interpretado como a real igualdade. Podemos

apenas afirmar que
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(a) A relacdo ¢ ~ s definida por T), -t = s para t,s € A é uma relagio de
equivaléncia. Pelo lema 2.10.1, Iy, I3, I3 sio teoremas de Tp,, logo Ty, F V(2 =
z), e portanto (por (VE) T, Ft =1t, out ~ . Simetria e transitividade seguem
da mesma maneira.

(b) ti ~s; (1<p)e(tr,....tp)P = (s1,...,8p) € P.
ti~s(i<k)=> f(tl, conyty) ~ f(sl, ..., Sk) para todos os simbolos P e f.

A demonstragio é simples: use T,,, - Iy (Lema 2.10.1).

Uma vez que temos uma relagao de equivaléncia, que, além do mais, é uma
congruéncia com respeito as relagoes e funcgoes basicas, é natural introduzir a
estrutura quociente.

Denotemos a classe de equivaléncia de ¢t sob ~ por [t].

Defina A :=(A/ ~, Py, ..., Py, fl, o fm, {¢; |1 € T}), onde
Pi= {t1l, - - -, [trl]>A| (t1,...,ty,) € P;}
fj([tl]a RS [taj]) = [fj(tl, e "tdj)]
E preciso mostrar que as relagdes e as fungdes em A/ ~ estdo bem-definidas,
mas isso ja é garantido pelo item (b) acima.

Termos fechados levam a uma espécie de vida dupla. Por um lado eles
sao objetos sintaticos, por outro lado eles s@ao o material a partir do qual os
elementos do universo sdo feitos. As duas coisas estdo relacionadas por t4 = [t].
Isso é demonstrado por indugao sobre .

(i) t = ¢, entdo th=¢= [¢] = [¢],

(i) t = f(t1,..., 1), entdo t& = F(tAr, . #8%) "2 F(ig], . [ta])
=[f(tr, ... t)] = [f(t1, ... tx)]-

Além disso temos que A = ¢(t) & A = ¢([t]), pelo que foi dito acima e pelo
Exercicio 6 da segao 2.4.

Alegacdo. A = ¢(t) © T F ¢(t) para todas as sentengas na linguagem Ly,
de T, que, alids, é também L(A), pois cada elemento de A/sim tem um nome
em L,,. Demonstramos a alegacao por indugao sobre .

(i) ¢ é atomica. A | P(t1,.... 1) < (8,8 € P & ([t1,...,[tp)) €
}3<:><t1,...,tp>Ep<:>Tmf—P(t1,...,tp). O caso ¢ = L é trivial.

(i1) ¢ = o A 7. Trivial.

(ili) ¢ = 0 = 7. Lembramos que, pelo lema 1.6.9, T, Fo > 7S (T Fo =
T F 7). Note que podemos copiar esse resultado, pois sua demonstragao
usa apenas logica proposicional, e portanto permanece correta em 1dgica
de predicados.

AI:QD—)T@(A':O‘iA':T)g(Tmf_O'I>Tmf_T)<:>Tmf_O'—)T.

(iv) ¢ = Vay(z). A E Yey(z) © A £ Jz—Y(z) © A = —(a), para todo
a € |A| & para todo a € |A| (A = ¢(a)). Assumindo que A | Vzy(z),
obtemos, em particular, que A |= (c) para a testemunha ¢ correspondente
a Jz—(z). Pela hipdtese da inducdo, Ty, F ¢(c). T, F Jz—9p(z) —
=(c), logo Tpn F ¥(c) = —Fz—y(x). Dai, T, F Vaip(z).
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Reciprocamente: Ty, F Ve (z) = Ty F (1), portanto T, F ¥(¢) para
todo termo fechado ¢, e daf, pela hipétese da inducdo, A |= ¢(¢) para todo
termo fechado ¢. Dai, A = Vay(z).

Agora vemos que A é um modelo de ', pois ' C T,,. a

O modelo construido acima é conhecido por varios nomes, as vezes chamado de
modelo canénico ou modelo de termos (fechados). Em programacdo em légica o
conjunto dos termos fechados de qualquer linguagem é chamado de uniwerso de
Herbrand ou dominio de Herbrand, e o modelo canoénico é chamado de modelo
de Herbrand.

Para termos uma estimativa da cardinalidade do modelo temos que calcular
o numero de termos fechados em L,. Como nao mudamos de linguagem ao
passar de T, para T,,, podemos olhar para a linguagem L. Indicaremos como
obter as cardinalidades desejadas, dado o alfabeto da linguagem original L.
Usaremos livremente o axioma da escolha, em particular na forma das leis de
absor¢do (i.e. kK + A = k- A = max(k, A) para cardinais infinitos). Digamos que
L tem tipo (r1,...,7n);a1,. .., @m); K).

1. Defina

TERM, = {e;]i€l}U{z;|jeN)}
TERM, 41 TERM, U{f;(t1, ... ta))|j <m,
ty € TERM, para k < a;}.

Entdo TERM = | J{TERM, | n € N} (Exercicio b)
|TERM;y| = max(k, Rg) = p.
Suponha que |TERM,| = p. Entao
Hfit, .. ta) [t ta; € TERMy}| = |[TERM,|% = u% = pu. Logo
[TERMpy1|=p+p+ ...+ pu (m+ 1 vezes) = p.
Finalmente [TERM| = Y |TERM,|=Ro - p = p.
neN

2. Defina

FORM, {Pi(t1,...,t;,) | i <n,ty € TERM}U{L}
FORM,;1 := FORM,U{e0y |Oe{A =}, ¢, € FORM,}
U{Vz;p|i€ N,p € FORM,}.

Entao FORM = |J{FORM, | n € N} (Exercicio 5)
Como no item 1. mostra-se que |FORM | = p.

3. O conjunto de sentengas da forma Jze(z) tem cardinalidade py. Ela é
trivialmente < p. Considere A = {3z(z = ¢;) | ¢ € I}. Claramente
|A| = k - Ry = p. Dai, a cardinalidade dos enunciados existenciais é p.

4. L1 tem os simbolos de constante de L, mais as testemunhas. Pelo item
3. a cardinalidade do conjunto de simbolos de constante é y. Usando 1. e
2. chegamos a conclusao que Ly tem p termos e p férmulas. Por inducao
sobre n cada L, tem p termos e p férmulas. Por conseguinte L, tem
Ng - g = p termos e férmulas. L, também é a linguagem de T,,.
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5. L, tem no maximo u termos fechados. Como L; tem p testemunhas, L,
tem no minimo yu, e portanto exatamente u termos fechados.

6. O conjunto dos termos fechados tem < p classes de equivaléncia sob ~,
logo [A] < p.

Tudo isso se soma para chegar a versao fortalecida do Lema da Existéncia

de Modelo:

Lema 3.1.12 T € consistente <> T' tem um modelo de cardinalidade no mdzimo
a cardinalidade da linguagem.

Note os seguintes fatos:
— Se L tem um numero infinito de constantes, entao L é contavel.
— Se L tem & > Ry constantes, entdo |L| = &.

O teorema da completude para a ldgica de predicados levanta a mesma
questao que o teorema da completude para a légica proposicional: podemos
efetivamente encontrar uma derivacao de ¢ se ¢ é verdadeira? O problema é
que nao temos muito no que nos apoiar; ¢ é verdadeira em todas as estruturas
(do tipo de similaridade apropriado). Muito embora (no caso de uma linguagem
contdvel) podemos nos restringir a estruturas contdveis, o fato de que ¢ é ver-
dadeira em todas as estruturas nao da a informacao combinatéria necessaria
para construir uma derivagao de ¢. O problema nesse estagio estd além das
nossas possibilidades. Um tratamento do problema esta na alcada da teoria
da prova; o calculo de sequentes de Gentzen ou o método do tableau sao mais
apropriados para a busca de derivagoes que a deducao natural.

No caso da légica de predicados existem certos melhoramentos em cima do
teorema da completude. Pode-se, por exemplo, perguntar o quao complicado é
o modelo que construimos no lema da existéncia de modelo. O ambiente apro-
priado para essas questoes vai ser encontrado na teoria da recursao. Podemos,
entretanto, dar uma réapida olhada num caso simples.

Seja T uma teoria decidivel com uma linguagem contavel, i.e. temos um
método efetivo de testar pertinéncia (ou, o que resulta na mesma coisa, podemos
testar se T' F ¢ para um conjunto de axiomas de T'). Considere a teoria de
Henkin introduzida em 3.1.8; ¢ € T, se o € T,, para um certo n. Esse nimero
n pode ser obtido de ¢ por inspecao das testemunhas ocorrendo em o. Das
testemunhas podemos também determinar quais axiomas da forma Jze(z) —
©(c) estdo envolvidos. Seja {r,...,7,} o conjunto de axiomas necessarios para
a derivagao de o, entdo TU{m,..., 7} F o. Pelas regras da ldgica isso se reduz
aTkmr A...AT, = 0. Como as constantes ¢; sao novas com respeito a T, isso
é equivalente a T' F Vzy ...zx(7), — ') para varidveis apropriadas z1, ..., zk,
onde 7{,...,7}, 0’ sdo obtidas por substituicdo. Portanto vemos que ¢ € T,
decidivel. O préximo passo é a formagao de uma extensao maximal 7).

Seja @0, @1, P2, ... uma enumeragao de todas as sentengas de T,. Adi-
cionamos sentencas a 7, em etapas.

figura pagina 112
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etapa 0: T, = { ToU{po} se TU{po} é consistente,

T U{—-gg} caso contrario.

ctapa n+ 1 Topy = To U{@nt1} seTp U {Sofl-l._l} é consistente,
Tn U{—¢nt1} caso contrario.
T° = UT, (T° é dada por um caminho infinito apropriado na &rvore). E

facilmente verificado que T° é maximamente consistente. Além do mais, T° é
decidivel. Para testar ¢, € T° temos que testar se @, € T, ou T,,_1 U{p,} F L,
que é decidivel. Logo T° é decidivel.

O modelo A construido em 3.1.11 é portanto decidivel também no seguinte
sentido: as operacdes e relagdes de A sdo decidiveis, o que significa que ([t1], .. ., [tp]) €
Pe f([t1], ..., [tx]) = [t] sdo decidiveis.

Resumindo, dizemos que uma teoria consistente decidivel tem um modelo
decidivel (isso pode ser dito de modo mais preciso substituindo ‘decidivel’ por
‘recursivo’).

Exercicios

1. Considere a linguagem dos grupos. T'= {c | A |= ¢}, onde A é um grupo
fixo nao-trivial. Mostre que 7' ndo é uma teoria de Henkin.

2. Seja {T; | ¢ € I} um conjunto de teorias, linearmente ordenadas por
inclusdo. Mostre que T'= | J{T; | i € I} é uma teoria que estende cada 7;.
Se cada T; é consistente, entao T' é consistente.

3. Mostre que A, F 0 < o se verifica em todos os modelos com pelo menos n
elementos. p, F o < o se verifica em todos os elementos com no maximo
n elementos. A, A p, F 0 & o se verifica em todos os modelos com
exatamente n elementos, {\, | n € N} F ¢ & o se verifica em todos os
modelos infinitos, (para ver uma definicdo de A, pn, veja secio 2.7).

4. Mostre que T'= {0 | 2 - 0} U{e1 # e2} em uma linguagem com = e dois
simbolos de constante ¢1, ¢, é uma teoria de Henkin.

5. Mostre que TERM = | J{TERM, | n € N}, FORM = |J{FORM, |n €
N} (cf. 1.1.5).

3.2 Compaccidade e Skolem—Lowenheim

A menos que se diga o contrario, consideramos sentencas nesta secao. Do Lema
da Existéncia de Modelo obtemos o seguinte:

Teorema 3.2.1 (Teorema da Compaccidade) T' tem um modelo < cada
subconjunto finito A de T' tem um modelo.

Uma formulagio equivalente é:

I' ndo tem modelo <& algum A finito tal que A C T ndo tem modelo

Demonstragao. Consideramos a segunda versao.

<: Trivial.
=: Suponha que I' nao tem modelo, entao pelo Lema da Existéncia de Modelo
I' é inconsistente, i.e. I' F L. Por conseguinte existem oq,...,0, € I tais que

o1,...,0, F L. Isso mostra que A = {o1,...,0,} ndo tem modelo. O
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Vamos introduzir um pouco de notagio: Mod(T) = {A | A = ¢ para toda o €
I'}. Por conveniéncia escreveremos com freqiiéncia A = T' para A € Mod(T).
Escrevemos Mod (e, ..., ¢n) ao invés de Mod({¢1,...,¢n})-

Em geral Mod(T") ndo é um conjunto (no sentido técnico de teoria dos conjun-
tos: Mod(T') é na maioriadas vezes uma classe prépria). Nao nos preocuparemos
com isso pois a notagao é usada apenas como uma abreviacao.

Reciprocamente, seja K uma classe de estruturas (fixamos o tipo de similar-
idade), entdo Th(K) = {¢ | A |E o para toda A € K}. Chamamos Th(K) de
teoria de K.

Adotamos a convengio (ja usada na secdo 2.7) de ndo incluir os axiomas de
identidade em um conjunto TI'; eles serao sempre satisfeitos.

FEzemplos.

1. Mod(Vay(z < yAy<z o z=y), Veyz(za <yAy<z—-osz<z)éa
classe dos conjuntos parcialmente ordenados.

2. Seja G a classe de todos os grupos. Th(G) é a teoria dos grupos.

Podemos considerar o conjunto dos inteiros com a estrutura de grupo aditivo
usual, mas também com a estrutura de anel, portanto existem duas estruturas
A e B, das quais a primeira é num certo sentido uma parte da segunda (teoria
das categorias usa um funtor esquecimento para expressar isso). Dizemos que
A é um reduto de B, ou que B é uma expansao de A.

Em geral

Definicao 3.2.2 A é um reduto de B (B uma ezpansdo de A) se |A| = |B|
e além do mais todas as relagoes, fungoes e constantes de A ocorrem também
como relagoes, fungoes e constantes de B.

Notagdo. (A, S1,...,50,91,---,9m,{a; | j € J}) é a expansdo de A com os
extras indicados.

No inicio (antes que “teoria dos modelos” foi introduzida) Skolem (1920)
e Lowenheim (1915) estudaram as possiveis cardinalidades de modelos de teo-
rias consistentes. A seguinte generalizagao segue imediatamente dos resultados
precedentes.

Teorema 3.2.3 (Teorema de Skolem—Lowenheim de-cima-para-baixo)
Seja T' um conjunto de senteng¢as em uma linguagem de cardinalidade k, e
suponha que k < X. Se T tem um modelo de cardinalidade k', com k < k' < .

Demonstragao. Adicione a linguagem L de T' um conjunto de constantes novas
(que ndo ocorrem no alfabeto de L) {¢; | i € I'} de cardinalidade &', e considere
I"=TU{eci#¢j|i,je I i+#j}. Alegacao: Mod(T) # 0.

Considere um modelo A de T de cardinalidade A. Expandimos A para A’
adicionando £’ constantes distintas (isso é possivel: |A| contém um subconjunto
de cardinalidade «’. A’ € Mod(T') (cf. Exercicio 3) e A’ = ¢; # ¢; (1 # j).
Consequentemente Mod(T') # @. A cardinalidade da linguagem de T’ é &’.
Pelo Lema da Existéncia de Modelo T tem um modelo B’ de cardinalidade
< &/, mas, pelos axiomas ¢; # ¢;, a cardinalidade é também > «’. Logo B’
tem cardinalidade k’. Agora tome o reduto B de B’ na linguagem de T', entao
B € Mod(T')) (Exercicio 3). O
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Ezemplos

1. A teoria dos numeros reais, Th(R), na linguagem dos corpos, tem um
modelo contavel.

2. Considere a teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel ZF. Se Mod(ZF) #
(), entao ZF tem um modelo contdvel. Esse fato foi descoberto por
Skolem. Devido & sua natureza intrigante, ele foi chamado de paradozo de
Skolem. Pode-se provar em 7 F a existéncia de conjuntos incontdveis (e.g.
o continuo), como entdo pode ZF ter um modelo contavel? A resposta
é simples: enumerabilidade vista de fora e de dentro do modelo nao é o
mesmo. Para estabelecer enumerabilidade precisa-se de uma bijecao com
os nimeros naturais. Aparentemente um modelo pode ser tao pobre que
lhe falta bijecoes que de fato existem fora do modelo.

Teorema 3.2.4 (Teorema de Skolem—Lowenheim de-baixo-para-cima)
Suponha que T tenha uma linguagem de cardinalidade k, e que A € Mod(T) com
cardinalidade A > k. Para cada p > A T tem um modelo de cardinalidade p.

Demonstragdao. Adicione p novas constantes ¢;, ¢ € I a L e considere IV =
TU{e; #£¢j|i#],i,j € I}. Alegacao: Mod(I”) # 0. Aplicamos o Teorema da
Compaccidade.

Seja A C I” um conjunto finito. Digamos que A contém novos axiomas com
constantes ¢;,,...,¢;,, entdo A C TU {e;, # ¢;, | p,q < k} = I'p. Claramente
cada modelo de Ty é um modelo de A (Exercicio 1(i)).

Agora tome A e expanda esse modelo para A’ = (A, a1, ..., ax), onde os a;’s
sao distintos.

Entao obviamente A’ € Mod(Ty), logo A’ € Mod(A). Pelo Teorema da
Compaccidade existe um B’ € Mod(T’). O reduto B de B’ a (tipo da) lin-
guagem L é um modelo de T'. Dos axiomas adicionais em I segue que B’, e
consequentemente B, tem cardinalidade > p.

Agora aplicamos o Teorema de Skolem-Lowenheim de-cima-para-baixo e
obtemos a existéncia de um modelo de ' de cardinalidade p. d

Aplicagao I. Modelos Nao-padrao de PA.

Corolario 3.2.5 A aritmética de Peano tem modelos ndo-padrdo.

Seja P a classe de todas as estruturas de Peano. Faca PA = Th(P). Pelo
Teorema da Completude PA = {¢ | ¥ I ¢} onde ¥ é o conjunto de axiomas
listado na se¢do 2.7, Exemplo 6. PA tem um modelo de cardinalidade ®g (o
modelo padrdo N), logo pelo Teorema de Skolem-Léwenheim de-baixo-para-
cima a teoria PA tem modelos de toda cardinalidade & > Ry. Esses modelos
sao claramente nao isomorfos a N. Para mais detalhes veja a Aplicacao I da
secao 3.3.

Aplicacao II. Modelos Finitos e Infinitos

Lema 3.2.6 Se I' tem modelos finitos arbitrariamente grandes, entdo T tem
um modelo infinito.
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Demonstragdo. Faca TV = T U {X, | n > 1}, onde A, expressa a sentenca
“existem pelo menos n elementos distintos”, cf. secao 2.7, Exemplo 1. Aplique
o Teorema da Compaccidade. Seja A C I finito, e seja A,, a sentenga A, em
A com o maior indice n. Verifique que Mod(A) C Mod(T U {A,}). Agora T
tem modelos finitos arbitrariamente grandes, logo I' tem um modelo A com no
minimo m elementos, i.e. A € Mod([' U {Ap,}). Logo Mod(A) # 0.

Pela compaccidade Mod(I”) # @, mas em virtude dos axiomas A, um
modelo de T’ é infinito. Dai I/, e por conseguinte I', tem um modelo infinito. O

Corolério 3.2.7 Considere uma classe K de estruturas que tem modelos finitos
arbitrariamente grandes. Entao, na linguagem da classe, ndo existe conjunto %
de sentengas, tal que A € Mod(X) & A € finito e A € K.

Demonstragao. Imediata. O

Podemos parafrasear o resultado da seguinte forma: a classe de estruturas
finitas em tal classe K nao é axiomatizavel em légica de primeira ordem.

Todos nds sabemos que finitude pode ser expressa em uma linguagem que
cont’em varidveis para conjuntos ou fungdes (e.g. a definicdo de Dedekind),
portanto a incapacidade de caracterizar a nocao de finito é um defeito especifico
da légica de primeira ordem. Dizemos que finitude ndo € uma propriedade de
primeira ordem.

O corolario se aplica a varias classes, e.g. grupos, anéis, corpos, conjuntos
parcialmente ordenados, conjuntos (estruturas de identidade).

Aplicagao III. Axiomatizabilidade e Axiomatizabilidade Finita.

Definicao 3.2.8 Uma classe K de estruturas é (finitamente) aziomatizdvel se
existe um conjunto (finito) I' tal que X = Mod(T'). Dizemos que T' aziomatiza
K; as sentengas de T' sdo chamadas de axiomas (cf. 3.1.4) de K.

Exemplos de conjuntos de axiomas I para as classes de conjuntos parcial-
mente ordenados, conjuntos ordenados, grupos, anéis, estruturas de Peano, sao
listados na secao 2.7.

O seguinte fato é muito util.

Lema 3.2.9 Se K = Mod(T') e K € finitamente ariomatizdvel, entdo K € az-
tomatizdvel por um subconjunto finito de T'.

Demonstragdo. Seja K = Mod(A) para um A finito, entdo K = Mod(s), onde
o é a conjuncido de todas as sentencas de A (Exercicio 4). Entdo o = ¢ para
todap € T el |= o, dai T F o também. Por conseguinte existe um nimero
finito 91, ..., ¢ €T tal que o1, ..., ¢, F 0. Alegacio: K = Mod(¥1, ..., ¥%).
(i) {#1,..., ¢k} C T logo Mod(I') € Mod (41, . .., ¢).
(i) De ¥1,...,¥x F o segue que Mod (¢, ..., ¢¥x) C Mod(c).

Usando (i) e (ii) concluimos que Mod (1, ..., ¥%) = K. O

Esse lema é instrumental para se demonstrar resultados de nao-axiomatizabilidade-
finita. Precisamos de mais um fato.

Lema 3.2.10 K € finitamente aziomatizdvel < K e seu complemento K¢ sao
ambas ariomatizdvers.
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Demonstragdo. =. Seja K = Mod(p1, ..., ¢n), entdo K = Mod(p1 A ... A ¢p).
A € K¢ (complementode K) © A o1 AL..Apn @ AE (1 Ao A py).
Logo K¢ = Mod(=(¢1 A ... A gn)).
<. Seja K = Mod(T), K¢ = Mod(A). KN K = Mod(I' UA) = 0 (Exercicio
1). Pela compaccidade, existem ¢1,...,¢0, € T € ¥1,...,%m € A tal que
Mod(p1, -, @ny 1, -, ¥m) =0, ou

Mod(p1, ..., 0n) N Mod(¥1, ..., ¢¥m) =8, (1)

K = Mod(T) C Mod(e1, ..., ¢n), (2)
K¢ = Mod(A) C Mod(¥1, .. ., ¥m), (3)
(1), (2), 3) = K =Mod(¢1, ..., ¢n). m

Agora obtemos uma série de corolarios.

Corolario 3.2.11 A classe de todos os conjuntos infinitos (estruturas de iden-
tidade) ¢ aziomatizdvel, porém ndo € finitamente ariomatizdvel.

Demonstragdo. A é infinita & A € Mod({\, | n € N}). Logo o conjunto
de axiomas é {A, | n € N}. Por outro lado a classe de conjuntos finitos nao
é axiomatizavel, logo, pelo Lema 3.2.10, a classe de conjuntos infinitos nao é
finitamente axiomatizavel. d

Corolario 3.2.12 (i) A classe dos corpos de caracteristicap (> 0) € finitamente
aztomatizdvel.

(i1) A classe dos corpos de caracteristica 0 € ariomatizdvel mas ndo € finita-
mente ariomatizdvel.

(iii) A classe dos corpos de caracteristica positiva ndo € ariomatizdvel.

Demonstragdo. (i) A teoria dos corpos tem um conjunto finito de axiomas A.
AU{p = 0} axiomatiza a classe F,, de corpos de caracteristica p (onde p significa
14...4 1, p vezes).

(i) AU{2# 0,3 #0,...,p #0,...} axiomatiza a classe Fy de corpos de
caracteristica 0. Suponha que Fy fosse finitamente axiomatizavel, entao pelo
Lema 3.2.9 Fy era axiomatizdvel por T = AU {p; # 0,...,5; # 0}, onde
P1,..., Pk $40 primos (ndo necessariamente os primeiros k£ primos). Seja ¢ um
nimero primo maior que todos os p;’s (Euclides). Entdo Z/(q) (os inteiros
médulo ¢) é um modelo de T, mas Z/(q) ndo é um corpo de caracteristica 0.
Contradigao.

(iii) Observe que se I' axiomatiza os corpos de caracteristica positiva, entdo

TU{2#0,3#0,...,p#0,...} é consistente. O

Coroldrio 3.2.13 A classe A, de todos os corpos algebricamente fechados ¢
artomatizdvel mas nao € finitamente ariomatizdvel.

Demonstragdo. Seja o = Yy1 ... yn3z(z™ + 12" 1+ ..+ Yn_1Z + Yo = 0).
Entdao T' = AU {0, | n > 1} (A tal qual no coroldrio 3.2.12) axiomatiza A..
Para mostrar nao-axiomatizabilidade-finita, aplique o Lema 3.2.9 a T' e encontre
um corpo no qual um certo polinomio nao fatora. a

Coroldrio 3.2.14 A classe de todos os grupos abelianos livres-de-torsdo € az-
tomatizdvel mas ndo € finittamente ariomatizdvel.

Demonstragao. Exercicio 14. a
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Observagao. No Lema 3.2.9 usamos o Teorema da Completude e no Lema
3.2.10 o Teorema da Compaccidade. A vantagem de usar apenas o Teorema
da Compaccidade é que se evita totalmente a nocao de demonstrabilidade. O
leitor poderia objetar que essa vantagem é um tanto artificial pois o Teorema
da Compaccidade é um corolario do Teorema da Completude. Isso é verdade na
nossa apresentacao; pode-se, no entanto, derivar o Teorema da Compaccidade
através de meios puramente da teoria dos modelos (usando ultraprodutos, cf.
Chang—Keisler), portanto existem situagdes em que se tem que usar o Teorema
da Compaccidade. No momento a escolha entre usar o Teorema da Completude
ou o Teorema da Compaccidade é em grande medida uma questao de gosto ou
conveniéncia.

Para efeito de ilustracao faremos uma demonstragao alternativa do Lema
3.2.9 usando o Teorema da Compaccidade:

Novamente temos que Mod(T') = Mod(o) (x). Considere IV =T U {-c}.
A eMod(I") ©AeMod(l') e Al -0,
< AeMod(T) e A ¢ Mod(o).
Em vista de (*) temos que Mod(T") = 0.
Pelo Teorema da Compaccidade existe um subconjunto finito A de T' com
Mod(A) = (. Nada impede que se suponha que =0 € A, daf Mod (¢4, . .., ¥, —0) =
(. Agora segue facilmente que Mod(¢1, ..., ¢x) = Mod(c) = Mod(T). O

Aplicacao IV. Ordenando Conjuntos.

Demonstra-se facilmente que cada conjunto finito pode ser ordenado, enquanto
que para conjuntos infinitos isso é mais dificil. Um truque simples é apresentado
abaixo.

Teorema 3.2.15 Cada conjunto infinito pode ser ordenado.

Demonstragdo. Seja | X| = k > Ry. Considere T', o conjunto de axiomas para
ordens lineares (2.7.3). T tem um modelo contavel, e.g. N. Pelo Teorema de
Skolem-Lowenheim de-baixo-para-cima I' tem um modelo A = (A, <) de car-
dinalidade k. Como X e Z tém a mesma cardinalidade existe uma bijecao
f: X = A Defina z < 2’ := f(z) < f(z'). Evidentemente, < é uma ordem
linear.

Da mesma maneira obtém-se: Cada conjunto infinito pode ser densamente
ordenado. O mesmo truque funciona para classes axiomatizaveis em geral.

Exercicios

1.

Mostre que: (i) T € A = Mod(A) € Mod(T),

(i1) £1 € K3 = Th(K3) € Th(K4),

(iii) Mod(T U A) = Mod(T') N Mod(A),
(iv) Th(K; U K32) = Th(K1) N Th(K3),
(v) K € Mod(T) & T C Th(K),

(vi) Mod(T' N'A) D Mod(T') U Mod(A),
(vii

Mostre que em (vi) e (vii) D ndo pode ser substituido por =.
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N

10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.
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(i) T C Th(Mod(T)),
(ii) K € Mod(Th(K)),

(iii) Th(Mod(T')) é uma teoria com I' como conjunto de axiomas.

. Se A com linguagem L é um reduto de B, entdo A | 0 & B | o para

o€ L.

. Mod(p1,...,¢n) = Mod(p1 A ... A py).

. T'E ¢ = A | ¢ para um subconjunto finito A C T'. (Dé uma prova

usando a completude, e uma outra prova usando a compaccidade sobre

LU {=¢}).

. Mostre que boa-ordenagdo nao é uma nogao de primeira ordem. Suponha

que ' axiomatiza a classe de boas-ordenagoes. Adicione um nimero finito
de constantes ¢; e mostre que T'U {cj31 < ¢; | ¢ € N'} tem um modelo.

. Se T' tem apenas modelos finitos, entao existe um n tal que cada modelo

tem pelo menos n elementos.

. Suponha que L tenha o simbolo binério de predicado P. ¢ := Vz—=P(z,z)A

Veyz(P(z,y) A P(y,z) = P(z,z)) AVe3dyP(z,y). Mostre que Mod(o)
contém apenas modelos infinitos.

. Mostre que o V Vzy(z = y) tem modelos infinitos ¢ um modelo finito,

mas nenhum modelo finito arbitrariamente grande (o tal qual no exercicio
anterior).

Suponha que L tenha um simbolo unério de funcao.

(i) Escreva uma sentenca ¢ tal que A |= ¢ < f* seja uma sobrejecao.
(i1) Idem para uma injegao.
(iii) Tdem para uma bijegao (permutagao).
)

(iv) Use (ii) para formular uma sentencga o tal que A |= ¢ < A é infinito

(Dedekind).

(v) Mostre que cada conjunto infinito carrega uma permutacao sem pon-
tos fixos (cf. a demonstragio de 3.2.15).

Mostre que: ¢ se verifica para corpos de caracteristica zero = o se verifica
para todos os corpos de caracteristica ¢ > p para um certo p.

Considere uma sequéncia de teorias T; tal que T; # Tip1 ¢ T; C Tigq.
Mostre que | J{7; | i € N'} nao é finitamente axiomatizavel.

Se Ty e T» sao teorias tais que Mod(7} U Ty) = ), entao existe uma o tal
queTi EoceT o

Demonstre o Corolario 3.2.14.
Mostre que cada conjunto ordenado contavel pode ser imerso nos racionais.

Mostre que a classe das arvores nao pode ser axiomatizada. Aqui definimos
uma drvore como uma estrutura (7, <,?), onde < é uma ordem parcial,
tal que para cada a os predecessores formam uma cadeia finita a = a, <
n_1 < ...<ay < ag=t.téchamado de elemento topo.
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3.3 Algo de Teoria dos Modelos

Na teoria dos modelos se investiga as varias propriedades de modelos (estru-
turas), em particular em conexdo com as caracteristicas de suas linguagens.
Poder-se-ia dizer que a algebra é parte da teoria dos modelos, e algumas partes
da algebra de fato pertencem a teoria dos modelos, outras partes apenas no
sentido do caso limite no qual o papel da linguagem é desprezivel. Ea interacao
entre linguagens e modelos que faz com que a teoria dos modelos seja fascinante.
Aqui apenas discutiremos os preliminares do topico.

Em algebra nao se distingue estruturas que sao isomorfas; a natureza dos
objetos é puramente acidental. Em 1dgica temos um outro critério: distinguimos
entre duas estruturas exibindo uma sentenca que se verifica numa mas nao se
verifica na outra. Portanto, se A | ¢ < B | o para toda o, entdo ndo podemos
distinguir (logicamente) A e B.

Definigao 3.3.1 (i) f : |A| — B é um homomorfismo se {(ay,...,ax) € P* =
(f(a1),..., f(ag)) € PP paratodo P;, f(FjA(al, o ap)) = F]B(f(al), o flap))
para todo Fj, e f(c*) = cB, para todo ¢;.

(i1) f é um isomorfismo se ela é um homomorfismo que é bijetor e satisfaz
(ai,...,a,) € PA&)f(a1),..., f(an)) € PB, para todo P;.

R
™

Escrevemos f : A — B se f é um homomorfismo de A para B. A
significa “A é isomorfa a B, i.e. existe um isomorfismo f : A — B.

Definicao 3.3.2 A e B sdo elementarmente equivalentes se para todas as sen-
tencas c de L, AEF o< BEo.

Notagdo. A =B. Note que A =B < Th(A) = Th(B).
Lema 3.3.3 A=ZB = A=B.
Demonstragao. Exercicio 4. O

Definicao 3.3.4 A é uma subestrutura (submodelo) de B (do mesmo tipo) se
|A| C [B|; PPN A" = PA, FB | |AI" = FJA e ¢ = cP (onde n é o niimero de
argumentos da fungio).

Notagao. Note que nao é suficiente que A esteja contida em B “enquanto con-
juntos”; as relagoes e funcoes de B tém que ter extensoes das relacoes e fungoes
correspondentes em A, da maneira especificada acima.

Ezemplos. O corpo dos racionais é uma subestrutura do corpo dos reais, mas
nao do corpo ordenado dos reais. Seja A o grupo aditivo dos racionais, B o
grupo multiplicativo dos racionais nao-nulos. Embora |B| C |A], B ndo é uma
subestrutura de A. As nogoes conhecidas de subgrupos, sub-anéis, subespacos,
todas satisfazem a definicao acima.

A nocio de equivaléncia elementar apenas requer que sentencas (que nio
se referem a elementos especificos, exceto constantes) sejam simultaneamente
verdadeiras em duas estruturas. Podemos refinar a nogao, considerando A C B
e permitindo a referéncia a elementos de |A|.



110 CAPITULO 3. COMPLETUDE E APLICACOES

Definicao 3.3.5 A é uma subestrutura elementar de B (ou que B é uma ez-
tensdo elementar de A) se A C B e para toda ¢(z1,...,2z,)em Leay,...,an €

|A], A = ¢(a@y,...,3,) @B E¢@i,...,a,).

Notagao. A < B.

Dizemos que A e B tém as mesmas sentencas verdadeiras com parametros

mn A
Fato 3.3.6 A < B = A =B.

A reciproca nao se verifica (cf. Exercicio 6).

Como frequentemente usaremos todos os elementos de |A| a A como con-
stantes, ¢ conveniente se ter uma notagao especial para a estrutura enriquecida:
A= (A ]A]).

Se se deseja descrever uma certa estrutura A, é preciso especificar todas os
relacionamentos basicos e relagoes funcionais. Isso pode ser feito na linguagem
L(A) associada a A (que, incidentalmente, ¢ a linguagem do tipo de A).

Definicao 3.3.7 O diagrama, Diag(A), é o conjunto de dtomos fechados e
negacoes de atomos fechados de L(A), que sdo verdadeiros em A. O diagrama
positivo, Diag® (A), é o conjunto de dtomos fechados ¢ de L(A) tais que A = .

FEzremplo.
1. A = (N). Diag(A) :{ﬁ:ﬁ|neN}u{ﬁ¢m|n,meN}.
B

2. B = ({1,2,3},<). (ordem natural). DiagB) = {1 =1,2=2,3=3,1+#
PR AP AP S PE £ DT B L Dy 3o
T-1<T,-2<2-3<3}.

Diagramas sao uteis para muitos propdsitos. Demonstramos um deles aqui:
Dizemos que A é isomorficamente imerso em B se existe um isomorfismo f de
A em uma subestrutura de B.

Lema 3.3.8 A € isomorficamente imersa em B < B € um modelo de Diag(A).

Demonstragdo. =>. Seja f uma imersao isomérfica de A em B, entdo A
Pl(al, .. .,En) & B 'Z Pl(f((ll), .. ,f(an)) e A I: t(El, .. .,En) = 3(61, - .,En)
< B E t(f(a1),...) = s(f(a1),...) (cf. Exercicio 4.). Interpretando @ como
f(a) em B (i.e. @ = f(a)), vemos imediatamente que B Diag(A).
<. Seja B |= Diag(A). Defina uma fungio f : [A| — |B| da seguinte maneira:
f(a) = (@)B. Entao, claramente, f satisfaz as condigdes da definigio 3.3.1 sobre
relagdes e fungdes (pois elas sdo dadas por dtomos e negagdes de dtomos). Além
do mais se a1 # as entdo A | —a@; = @y, logo B E —a; = as.

Dai @ # @3, e portanto f(a1) # f(az). Isso mostra que f é um isomorfismo.

d

Frequentemente identificaremos A com sua imagem sob uma imersao isomérfica
em B, de modo que possamos considerar A como uma subestrutura de B.

Temos um critério semelhante para extensao elementar. Dizemos que A é
elementarmente imersivel em B se A = A’ e A’ < B para alguma estrutura A’.
Novamente, simplificaremos frequentemente as coisas escrevendo simplesmente
A < B quando queremos dizer “elementarmente imersivel”.
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Lema 3.3.9 A < B < B = Th(A).

Note bem: A < B se verifica “a menos de isomorfismo”. Supde-se que B
é de um tipo de similaridade que admite no minimo constantes para todos os
simbolos de constante de L(A).

Demonstragdo. =. Seja ¢(@1,...,an) € Th(A), entdo A E ¢(a@,...,q),
donde B = ¢(ay, . ..,@,). Logo B = Th(A).

<. Por 3.3.8, A C B (a menos de isomorfismo). Agora o leitor pode facil-
mente concluir a demonstragao. O

Agora vamos dar algumas aplicacoes.

Aplicacao I. Modelos Nao-padrao da Aritmética.

Recordemos que N = (N, +, - 5,0) é o modelo padrdo da aritmética. Sabemos
que ele satisfaz os axiomas de Peano (cf. exemplo 6, se¢do 2.7). Usamos as
abreviacoes introduzidas na segao 2.7.

Vamos agora construir um modelo nao-padrdao. Considere T' = Th(N).
Pelo Teorema de Skolem—-Lowenheim T' tem um modelo incontavel M. Como
M [= Th(N), temos que, por 3.3.9, N < M. Observe que N 2 M (por que?).
Olharemos mais de perto para a forma pela qual N é imersa em M.

Notamos que N[ Veyz(z<yAy<z—oz<z) (1)
NE Veyz(z<yVz=yVy<z) (2)
NE Vz(0<2) (3)
NE -JFzm<zAz<n+]) (4)

Dai, N sendo uma subestrutura elementar de M, temos (1) e (2) para M,
i.e. M & linearmente ordenado. De N < M e (3) concluimos que 0 é o primeiro
elemento de M. Além disso, (4) com N < M nos diz que nio existem elementos
de M entre os “nimeros naturais padrao”.

Como resultado vemos que N é um segmento inicial de M

figura pagina 123

Observagdo: é importante se dar conta de que (1)—(4) ndo sido apenas ver-
dadeiras no modelo padrao, mas sao até mesmo demonstraveis em PA. Isso
implica que elas se verificam nao apenas em extensoes elementares de N, mas
em todas as estruturas de Peano. O prego que se tem que pagar é a demonstragao
propriamente dita de (1)-(4) em PA que é mais trabalhosa que simplesmente
estabelecer sua validade em N. Entretanto, qualquer um que possa dar uma
demonstracao informal dessas propriedades simples descobrirao que é apenas
um passo a mais (enfandonho, porém nao dificil) para formalizar a prova em
nosso sistema de deducgao. Provas passo-a-passo sao delineadas nos Exercicios
29, 30.

Portanto, todos os elementos de |M| — |N|, os nimeros ndo-padrdo, vém
ap6s os numeros padrao. Como M é incontavel, existe pelo menos um nimero
nao-padrao a. Note que n < a para todo n, logo M tem uma ordem ndo-
arquimedeana (recordemos que n =14+ 14 ...4 1 (n vezes)).

Vemos que o sucessor S(n) = n+1 de um nimero padrao é padrao. Além do
mais, N = Vz(z # 0 — Jy(y + 1 = z)), portanto, como N < N, temos também
que M | Vz(z # 0 — Jz(y + 1)), i.e. em M cada niimero, distinto de zero,
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tem um predecessor (linico). Como a é ndo-padrio ele é distinto de zero, dai
ele tem um predecessor, digamos a;. Como sucessores de nimeros padrao sao
padrao, a; é nao-padrao. Podemos repetir esse procedimento indefinidamente
e obter uma sequéncia descendente infinita @ > ay > as > az > ... de nimeros
nao-padrao. Conclusao: a estrutura M nao é bem-fundada.

Entretanto, subconjuntos definiveis nao-vazios de M de fato possuem um
elemento minimo. Pois, tal conjunto é da forma {b | M |= ¢(b)}, onde ¢ € L(M),
e sabemos que N |= Jzp(z) = Jz(p(z) AVy(e(y) = = < y)). Essa sentenca
também se verifica em M e nos diz que {b | M |= ¢(b)} tem um elemento minimo
se nao for vazio.

A construgio acimano apenas deu uma estrutura de Peano ndo-padrao (cf.
3.2.5), mas também um modelo nio-padrao da verdadeira aritmética, i.e. é um
modelo de todas as sentencas verdadeiras no modelo padrao. Além do mais,
esse modelo nao-padrao é uma extensao elementar.

Os modelos nao-padrao de PA que sao extensoes elementares de N sao aque-
les que podem ser manuseados mais facilmente que os outros, pois os fatos
do modelo padrao se transferem. Existem também um bom nimero de pro-
priedades que tém sido estabelecidas para modelos nao-padrao em geral. Trata-
mos duas delas aqui:

Teorema 3.3.10 O conjunto de nimeros padrdo em um modelo nao-padrao
ndo € definivel.

Demonstragdo. Suponha que exista uma ¢(z) na linguagem de PA, tal que:
M E ¢(@) & “a é um nimero padrdo”, entdo —¢(z) define os nimeros nao-
padrdao. Como PA prova o principio do menor nimero, temos que M |
Jz(—e(z) AVy < z¢(y)), ou existe um menor nimero nao-padrdo. Entre-
tanto, como vimos acima, isso nao é o caso. Logo nao existe tal definicao. [

Uma consequéncia simples é o

Lema 3.3.11 (Lema do Transbordamento) Se ¢(7) se verifica em um mod-
elo ndo-padrdo para uma quantidade infinita de nimeros n, entdo ¢(a) se ver-
ifica para no minimo um numero infinito a.

Demonstragdo. Suponha que para nenhum a infinito ¢(@) se verifique, entdo
Jy(z < Ap(y)) define o conjunto dos nimeros naturais padrido no modelo. Tsso
contradiz o resultado precedente. a

Nossa técnica de construir modelos produz varios modelos nao-padrao da
aritmética de Peano. Nao temos nesse estagio qualquer meio de decidir se todos
os modelos de PA sdo elementarmente equivalentes ou nao. A resposta a essa
questdo é fornecida pelo teorema da incompletude de Godel, que enuncia que
existe uma sentenca v tal que PA F/ v e PA I/ =y. A incompletude de PA
tem sido re-estabelecida por meios bem diferentes por Paris—Kirby-Harrington,
Kripke, e outros. Como resultado, temos agora exemplos para +, que pertence a
‘matematica normal’, enquanto que a v de Godel, embora puramente aritmética,
pode ser considerada como um pouco artificial, cf. Barwise, Handbook of Math-
ematical Logic, D8. PA tem um modelo decidivel (recursivo), a saber o modelo
padrao. Esse, entretanto, é o tunico. Pelo teorema de Tennenbaum todos os
modelos ndo-padrao de PA sio indecidiveis (nfo recursivos).
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Aplicacao II. Niimeros Reais Nao-padrao.

Da mesma forma que na aplicagao acima, podemos introduzir modelos nao-
padrao para o sistema de nimeros reais. Usamos a linguagem do corpo ordenado
R de nimeros reais, e por conveniéncia usamos o simbolo de fun¢io ||, para
a fungao do valor absoluto. Pelo Teorema de Skolem—Lowenheim existe um
modelo *R de Th(R) tal que * R tem cardinalidade maior que a de R. Aplicando
3.3.9, vemos que R < *R, portanto *R é um corpo ordenado, contendo os
numeros reais padrao. Por razoes de cardinalidade existe um elemento a €

| *R| — |R|. Para o elemento a existem duas possibilidades:
(i) |a| > |r| para todo r € |R],
(i1) existe um r € |R| tal que |a| < 7.

No segundo caso {u € |R| | u < |a|} é um subconjunto ndo-vazio limitado,
que por conseguinte tem um supremo s (em R). Como |a| é um nimero nao-
padréo, ndo existe nimero padrao entre s e |a|. Por algebra, nao existe nimero
padrao entre 0 e | |a|—s|. Daf| |a|]— |~! é maior que todos os nimeros padrio.
Elementos satisfazendo a condigo (i) acima, sdo chamados infinitos e elementos
satisfazendo (ii) sdo chamados finitos (note que os nimeros padrao sdo finitos).

Agora vamos listar um nimero de fatos, deixando as demonstragdes (bas-
tante simples) ao leitor.

1. *R tem uma ordem nao-arquimedeana.

2. Existem nimeros a tais que para todo nimero padrao positivo r, 0 < |a| <
r.

Chamamos tais nimeros, incluindo o 0, de infinitesimais.
3. a é infinitesimal < a~' é infinito.

4. Para cada nimero nao-padrao finito a existe um tnico nimero padrao
pad(a) tal que a — pad(a) é infinitesimal.
Infinitesimais podem ser usados para célculo elementar na tradigao Leib-
niziana. Daremos alguns exemplos. Considere uma expansao R’ de R
com um predicado para N e uma fungao v. Seja * R’ o modelo ndo-padrao
correspondente tal que R’ < * R'. Estamos na verdade considerando duas
extensoes ao mesmo tempo. N é obtida em R’, i.e. distinguida por um
predicado especial N. Dai N é estendida, juntamente com R’ para *N.
Como é de se esperar * N é uma extensdo elementar de N (cf. Exercicio 16).
Por conseguinte, podemos ter confiana em operar da maneira tradicional
com os numeros reais e os nimeros naturais. Em particular temos em * R’
nuimeros naturais infinitos disponiveis também. Queremos que v seja uma
sequeéncia, i.e. estamos apenas interessados nos valores de v para argumen-
tos sobre os nimeros naturais. Os conceitos de convergéncia, limite, etc.
podem ser trazidos de andlise matematica.

Usaremos a notacao do calculo. O leitor pode tentar dar a formulagao
correta.

Aqui vai um exemplo: IAmVn > m(|v, — vy | < €) significa Jz(N(z) A
Vy(N(y) ANy > = = |v(y) — v(z)] < €). A rigor deverfamos relativizar
os quantificadores sobre os nimeros naturais (cf. 2.5.12), porém ¢ mais
conveniente usar variaveis de varios tipos.
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5. A seqiiéncia v (ou (v, )) converge em R’ sse para todos os nimeros naturais
n,m |v, — U | é infinitesimal.

Demonstragdo. (vy) converge em R’ se R' = Ve > 03nYm > n(|vp—vm| <
€). Assuma que (v,) converge. Escolha para ¢ > 0 um n(e) € |R/| tal
que R = Ym > n(e)(|vn — vm| < €). Entao temos também que *R’ |
Vm > n(e)(Jvn — vm| < €). Em particular, se m, m’ sdo infinitos, entdo
m, m’' > n(¢) para todo €. Dai |vy — vp| < 2¢ para todo €. Isso significa
que |V — U | € infinitesimal. Reciprocamente, se v, — v, | € infinitesimal
para todos n,m infinitos, entdo *R | Vm > n(|v, — vm| < €) onde n é
infinito e € é padréo, positivo. Logo *R’ |= InVm > n(|v, — vm| < €), para
cada niimero padrao € > 0. Agora, como R’ < *R’, temos R’ = In¥m >
n(|v, — vm| < €) para € > 0, logo R’ |= Ve > 0dnVm > n(|vy, — vm| < €).
Daf (vy) converge. O

6. lim v, = a & |a — vy| é infinitesimal para n infinito.
n— 00

Demonstragdo. Semelhante a do item anterior. d

Fomos capazes de apenas tocar a superficie da chamada “andlise nao-padrao”.
Para um tratamento extensivo, veja e.g. Robinson, Stroyan—Luzemburg.
Podemos agora fortalecer os Teoremas de Skolem—Lowenheim.

Teorema 3.3.12 (Skolem—L6éwenheim de-cima-para-baixo) Suponha que
a linguagem L de A tenha cardinalidade k, e suponha que A tenha cardinalidade
A > k. Entdo existe uma estrutura A de cardinalidade k tal que B < A.

Demonstragdo. Veja corolario 3.4.11. d

Teorema 3.3.13 (Skolem—L6éwenheim de-baixo-para-cima) Suponha que
a linguagem L de A tenha cardinalidade k e que A tenha cardinalidade A > k.
Entdo para cada pn > X existe uma estrutura B de cardinalidade u, tal que

A <B.

Demonstragao. Aplique o velho Teorema de Skolem—Lowenheim de-baixo-para-

cima & teoria Th(A). a

Na prova de completude usamos teorias maximamente consistentes. Em
teoria dos modelos essas teorias sao chamadas de teorias completas. Via de
regra, essa nocao € definida com respeito a conjuntos de axiomas.

Defini¢ao 3.3.14 Uma teoria com axiomas I' na linguagem L, é chamada com-
pleta se para cada sentenca o em L, ' o ou I' F —o.

Uma teoria completa, por assim dizer, ndo deixa questdes em aberto, mas
ela nao restringe a priori a classe de modelos. Antigamente os matematicos
tentavam encontrar teorias bdsicas desse tipo tals como axiomas para a ar-
itmética que determinariam a menos de isomorfismo um modelo, i.e. tentavam
dar um conjunto T' de axiomas tal que A,B € Mod(T') = A = B. Os Teoremas
de Skolem-TLowenheim tém nos ensinado que isso é (exceto para o caso finito)
inatingivel. Ha, no entanto, uma nocao significativa:
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Defini¢ao 3.3.15 Seja x um cardinal. Uma teoria é k-categdrica se ela tem no
minimo um modelo de cardinalidade e se quaisquer dois modelos de cardinal-
idade x sao isomorfos.

Categoricidade em alguma cardinalidade nao é tao incomum quanto se pode-
ria pensar. Enumeramos alguns exemplos.

1. A teoria dos conjuntos infinitos (estruturas de identidade) € k-categérica
para todo k infinito.

Demonstragdo. Imediata, porque aqui “isomorfo” significa “de mesma cardinal-

idade”. O
2. A teoria dos conjuntos densamente ordenados sem extremos € Ng-categorica.

Demonstragdo. Veja em qualquer livro texto sobre teoria dos conjuntos. O
teorema foi demonstrado por Cantor usando o chamado método ida-e-volta. O

3. A teoria dos grupos abelianos livres-de-torsao divisiveis € k-categdrica para
K> Ng.

Demonstragao. Verifique que um grupo abeliano livre-de-torsao divisivel é um
espaco vetorial sobre os racionais. Use o fato de que espacos vetoriais de mesma
dimensao (sobre o mesmo corpo) sdo isomorfos. O

4. A teoria dos corpos algebricamente fechados (de uma caracteristica fiza)
€ k-categorica para k > Ng.

Demonstragdo. Use o Teorema de Steinitz: dois corpos algebricamente fecha-
dos de mesma caracteristica e de mesmo grau incontavel de transcendéncia sao
isomorfos. O

A conexao entre categoricidade e completude, para linguagens contaveis, é
dada por

Teorema 3.3.16 (Teorema de Vaught) Se T' ndo tem modelos finitos e é
k-categorica para algum k que nao é menor que a cardinalidade de I, entao T
é completa.

Demonstragdo. Suponha que 7' nao seja completa. Entao existe uma o tal que
TVHoeTl —o. Pelo Lema da Existéncia de Modelo, existem A e B em
Mod(T) tais que A = 0 ¢ B |= —0. Como A e B sdo infinitos podemos aplicar
o Teorema de Skolem-TLdwenheim (de-cima-para-baixo ou de-baixo-para-cima),
de modo a obter A’ e B/, de cardinalidade «, tais que A = A’, e B = B’. Mas
entao A’ = B/, e portanto A’ = B/, logo A = B.

Isso contradiz o fato de que A =0 e B | —o. O

Como consequéncia vemos que as seguintes teorias sao completas:
1. a teoria dos conjuntos infinitos;
2. a teoria dos conjuntos densamente ordenados sem extremos;

3. a teoria dos grupos abelianos livres-de-torsao divisiveis;
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4. a teoria dos corpos algebricamente fechados de caracteristica fixa.

Um corolario do idltimo fato ficou conhecido como principio de Lefschetz: se
uma sentenc¢a o, na linguagem de primeira ordem dos corpos, se verifica para
todos os numeros compleros, ela se verifica para todos os corpos algebricamente
fechados de caracteristica zero.

Isso significa que um teorema “algébrico” o sobre corpos algebricamente
fechados de caracteristica 0 pode ser obtido através da concepgao de uma prova
por quaisquer que sejam os meios (analiticos, topoldgicos, ...) para o caso es-
pecial dos niimeros complexos.

Decidibilidade.

Vimos no Capitulo 1 que existe um método efetivo para se testar se uma
proposicao é demonstravel — por meio da técnica da tabela-verdade, pois “ver-
dade = demonstrabilidade”.

Seria maravilhoso dispor um tal método para a légica de predicados. Church
mostrou, no entanto, que nao existe tal método (se entendermos “efetivo” como
“recursivo”) para a ldgica geral de predicados. Mas poderia haver, e de fato
existem, teorias especiais que sao decidiveis. Um estudo técnico de decidibil-
idade faz parte da teoria da recursao. Aqui apresentaremos algumas poucas
consideragoes.

Se T, com linguagem L, tem um conjunto decidivel de axiomas I', entao
existe um método efetivo de enumerar todos os teoremas de 7.

Pode-se obter tal enumeracao da seguinte maneira:

(a) Construa uma lista efetiva o1, 09, 03, ... de todos os axiomas de T (isso é
possivel porque T é decidivel), e uma lista ¢1, ¢, . .. de todas as férmulas
de L.

(1) escreva todas as derivagdes de tamanho 1, usando o1, ¢, com no
maximo o1 nao cancelada,

(2) escreva todas as derivacdes de tamanho 2, usando o1, 02, @1, @2, com
no maximo o1, oy nao canceladas,

(n) escreva todas as derivagoes de tamanhon, usando o1, ..., 0n, @1, . .., ¥n,
com no maximo o, ..., 0, hao canceladas,

A cada vez obtemos apenas um numero finito de teoremas e cada teorema
é derivado em algum momento. O processo é claramente efetivo (embora nao
eficiente).

Agora observamos

Lema 3.3.17 Se T e I'® (o complemento de T') sdo efetivamente enumerdveis,
entdo I' € decidivel.
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Demonstragdo. Gere as listas de [' e I'® simultaneamente. Em um nimero finito
de passos encontraremos o na lista de ' ou na lista de T'°. Logo para cada o
podemos decidir em um numero finito de passos se o € I' ou nao. O

Como um corolario obtemos o

Teorema 3.3.18 Se T € efetivamente axiomatizdvel e completa, entao T € de-
cidivel.

Demonstragao. Como T é completa, temos que I' - ¢ ou I'  —o para cada o
(onde T axiomatiza T). Logo c € T* © T H o < T | 0.

Do esbogo acima segue que T e T° sao efetivamente enumeraveis. Pelo lema T'
é decidivel. O

Aplicagao. As seguintes teorias sao decidiveis:

—_

. a teoria dos conjuntos infinitos;

2. a teoria dos conjuntos densamente ordenados sem extremos;

3. a teoria dos grupos abelianos livres-de-torsao divisiveis;

4. a teoria dos corpos algebricamente fechados de caracteristica fixa.

Demonstragdo. Veja as conseqliéncias do Teorema de Vaught (3.3.16). A enu-
meragcio efetiva é deixada ao leitor (o caso mais simples é, obviamente, aquele
em que temos uma teoria finitamente axiomatizavel, e.g. (1) ou (2)). O

Apresentaremos finalmente mais uma aplicacao da abordagem nao-padrao,
dando uma demonstracao nao-padrao de

Lema 3.3.19 (Lema de Koénig) Uma drvore finitdria infinita tem um ramo
nfinito.

Uma 4rvore finitaria, ou leque (em inglés, fan), tem a propriedade de que
cada né tem apenas um nimero finito de sucessores imediatos (‘zero suces-
sores’ estd incluido). Por contraposi¢do obtém-se a partir do Lema de Konig
o chamado Teorema do Leque (em inglés, Fan Theorem) (que na verdade foi
descoberto primeiro):

Teorema 3.3.20 Se em um leque todos os ramos sao finitos entdo o compri-
mento dos ramos € limitado.

Note que se se considera a arvore como um espaco topoldgico, com sua
topologia candnica (conjuntos abertos basicos “sdo” nds), entdo o Lema de
Konig é o Teorema de Bolzano—Weierstrasz e o Teorema do Leque enuncia a
compaccidade.

Daremos agora uma demonstragao nao-padrao do Lema de Konig.

Seja T um leque, e T uma extensio elementar prépria (use 3.3.13).

(1) a relagdo “... é um sucessor imediato de ...” pode ser expressa na lin-
guagem da ordem parcial:

r<;y =z <yAVz(z <z<y—z=2zVy=z) onde, como de costume,

r < yrepresenta z < yAz £ y.
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(2) Se a é padrao, entdo os sucessores imediatos em 7™ também sio padrio.
Como T é finitaria, podemos apontar ay, ..., a, tais que

TEVe(z<;ae \/ dr = z). Devido a T' < T*, temos também que
1<k<n

T EVe(z <;a e \/ ar = z), logo se b é um sucessor imediato de a
1<k<n

em 7%, entao b = ag para algum k < n, i.e. b é padrao.

Note que um nd sem sucessores em 7' também nao tem sucessores em 7™,

poisTEVz(z<aeoz=a) T =Ve(z<ae z=a).

(3) Em T temos que um sucessor de um né é um sucessor imediato daquele
né ou um sucessor de um sucessor imediato, 1.e.

TEYzy(z <y—3z(z <z < y). (%)

Isso é caso pois para nds a e b com a < b, b tem que ocorrer na cadeia
finita de todos os predecessores de a. Logo faca a = ap < an—1 < ... <
a; =b<aj_1 <..,entao a < aj41 <;b.

Como a propriedade desejada é expressa por uma sentenca de primeira
ordem (), (3) também se verifica em T*.

(4) figura pagina 130
Seja a* um elemento nao-padrao de T*. Alegamos que
P={a€|T||a* <a}éumramo infinito (i.e. uma cadeia).
(1) P é linearmente ordenado pois T EVeyz(z <yAz<z—oy<zVz<
y) e portanto para qualquer p,q € P € P C |T*| temos que p < ¢ ou
1<P.
(i) Suponha que P seja finito com b como ultimo elemento, entfo b tem
um sucessor e dai um sucessor imediato em T™, que é predecessor de a*.

Pelo item (2) esse sucessor imediato pertence a P. Contradi¢do. Dai P é infinito.
Isso estabelece que T' tem um ramo infinito. a

Eliminac¢ao de Quantificadores

Algumas teorias tém a agradavel propriedade de que elas permitem a reducao
de formulas a uma forma particularmente simples: uma forma na qual nenhum
quantificador ocorre. Sem entrar por uma teoria geral da eliminacao de quan-
tificadores, demonstraremos o procedimento em um caso simples: a teoria DO
das ordens densas sem extremos, cf. 2.7.3(ii); ‘sem extremos’ é formulada como
Yedyz((y<z Az <z).

Seja VL(¢) = {t1,...,Yn}, onde todas as varidveis realmente ocorrem em
. Pelos métodos usuais obtemos uma forma normal prenex ¢’ de ¢, tal que
o= Q1@ QmTm (21, ..., Zm, Y1, ..., Yn), onde cada @Q; é um dos quan-
tificadores V ou 3. Eliminaremos os quantificadores comegando com o mais
interno.

Considere o caso em que @,, = 3. Vamos trazer ¢ a forma normal disjuntiva
\/ 1;, onde cada 1); ¢ uma conjuncao de dtomos e negagdes de dtomos. Primeiro
observe que as negacoes de atomos podem ser eliminadas em favor de atomos,
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pois PDOF z=2 & (2< 2V <z2)e DOF-z<2 & (z=2VZ <z2).
Portanto podemos assumir que os ;s contém apenas atomos.

Usando simplesmente légica de predicados podemos substituir 3z, \/ ; pela
férmula equivalente \/ 3z, 1;.

Notagdo: para o resto deste exemplo usaremos ¢ < 7 como uma abreviacio
para DOF o & 1.

Acabamos de ver que basta considerar apenas férmulas da forma 3z, A 0p,
onde cada o, é atomica. Uma olhada sistematica nos operandos da conjungao
nos mostrara o que fazer.

(1) Se z,, néo ocorre em A o,, podemos apagar os quantificadores (cf. 2.5.2).

(2) Caso contrario, pegue todos os dtomos contendo z,, e faga um reagrupa-
mento, tal que obtemos A o, & N &m < ui/\/\j v; < B AN, W = 2 AX,
onde x nao contém z,,. Abrevie essa férmula como 7 A x. Pela ldgica de
predicados temos que 3z, (TAY) & Iz, Ay (cf. 2.5.3). Como desejamos
eliminar Jx,,, basta considerar apenas 3z, 7.

Agora o problema foi reduzido a um problema de marcacao. Imaginando

que estamos lidando com uma ordem linear, exploraremos a informacao

dada por 7 sobre a posigao relativa dos u;, vj, wi’s com respeito a Zn,.
(2a) 7= Nam <u; ANv; < 2y AN wg = 2.

~ *

Entdo 3z, 7 & 7', com 77 := Awy < u; A\ v; < woAN wo = wi (onde wy

¢ a primeira variavel entre os wy’s). A equivaléncia segue imediatamente

usando um argumento da teoria dos modelos (i.e. PO = Jzp 1 & 7).
(2b) 7= Aem <ui ANV < 2.

Agora as propriedades de DO sio essenciais. Observe que 3z, (A 2m <
a; N\ /\bj < ) se verifica em um conjunto densamente ordenado se e
somente se todos os a;’s estejam & direita dos b;’s. Logo obtemos (por

completude) Jzp, T & /\i,j v < uj.
(2¢) 7= Nem < u; AN\ wi = 2.

Entdo Jz,,7 & A wo < ui AN wp = wo.
(2d) 7= Avj < 2m AN wg = 2.

Cf. (2¢).
(2¢) 7:= Nem < u;.

Observe que 3z, T se verifica em todos os conjuntos ordenados sem um
extremo & esquerda. Logo temos que 3z, <> T, pois trabalhamos em DO .

2f) 7= Avj < Zm.
Cf. (2e).
(2g) 7:= ANwk = .

Entiao Jzm,r & N\ wo = wy.
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Observagoes.
(i) Os casos (2b), (2e) e (2f) fazem uso de DO.

(i1) Frequentemente é possivel introduzir atalhos, e.g. quando uma variavel
(que ndo seja z,,) ocorre em dois dos grandes operandos da conjuncido

temos que Iz, 7 & L.

Se o quantificador mais interno é universal, reduzimos a um existencial pela
equivaléncia Y, < =3z, e,
Agora esta claro como eliminar os quantificadores um por um.

Ezemplo.
Jey(z <yAFz(z < zAz<yAVu(uZz—>u<yVu=z)))

& TeyVu(z<yAz<zAz<yA(lu=:zVu<yVu=z)

S Fwyz-Tu(-z <yV-or<zVoz<yV(-u=zA-u<yA-u=z)

T

Jryz—Ju(z=yVy<azVez=zVz<zVz=yVy<zV
(u<zVz<u)A(lu=yVy<u)A(u<zVeze<u)))

T

Jryz—Ju(z=yVy<zVrz=zVz<azVz=yVy<zV
(u<zAu=yAu<z)V(u<zAu=yAz<u)lV

(u<zAy<uAhu<z)V(u<zAy<uAz<u)
(z<uAhu=yAu<z)V(z<uAu=yAz<u)
z<uAhy<uAhu<z)V(z<uAy<uAz<u)).

\
\

T

Jzyz-(z=yVy<zVz=zVz<azVz=yVy<zV
uu<zAu=yAu<z)VIu(u<zAu=yAz<u)V...V
Ju(z<uAy<uAz<u)).

T

Jzyz—(z=yV..Vy<zV(y<zAy<z)V(y<zVAzr<y)
Viy<zAy<z)Vy<zAz<z)V(z<yAy<z)
Vz<yAz<y)Viz<zAy<z)VT).

& Jzyz(—T).
&L

Evidentemente esse exemplo de eliminagao de quantificadores para a teoria
da classe densa sem extremos prové uma demonstragdo alternativa de sua de-
cidibilidade. Pois, se ¢ é uma sentenca, entdo ¢ é equivalente a uma sentenca
aberta ¢’. Dada a linguagem de DO é ébvio que ¢’ é equivalente a T ou L.
Dai, temos um algoritmo para decidir DO F ¢. NOte que obtemos mais: DO é
completa, pois DO F ¢ & L ou PO F& T, logo PO F —p ou DO F .

Em geral nao podemos esperar tanto da eliminagao de quantificadores: e.g. a
teoria dos corpos algebricamente fechados admite eliminagao de quantificadores,
mas nao é completa (porque a caracteristica nao foi fixada com antecipagio);
as sentencas abertas podem conter atomos indemonstraveis e irrefutdveis tais
como 7 =12, 23 =0.



3.3. ALGO DE TEORIA DOS MODELOS 121

Podemos concluir da existéncia de uma eliminacao de quantificadores uma
certa propriedade segundo a teoria dos modelos, introduzida por Abraham
Robinson, que tornou-se importante para aplicagdes em algebra (cf. o Hand-
book of Mathematical Logic, As).

Defini¢ao 3.3.21 Uma teoria T' é modelo completa se para A,B € Mod(T)
ACB=A<B.

Teorema 3.3.22 Se T admute eliminagdo de quantificadores, entao T' € modelo
completa.

Demonstra¢do. Sejam A e B modelos de T, tais que A C B. Temos que mostrar
que A = ¢(@1,...,a,) © B E ¢(a@1,...,@,) para todos a1, ...,a, € |A], onde
VL(g)={z1,...,2n}.

Como T admite eliminagao de quantificadores, existe uma férmula livre-de-
quantificadores ¥(z1,...,2,) tal que T F ¢ & ¥,

Dai basta mostrar que A = ¢¥(a@1,...,d,) © B | ¥(a@1,...,@,) para uma
férmula livre-de-quantificador ¢». Uma indugao simples estabelece essa equivaléncia.

Algumas teorias T' tém um modelo especial que estd, a menos de isomorfismo,
contido em todo modelo de T'. Chamamos tal modelo de um modelo primo de

T.

FEzemplos.

(i) Os racionais formam um modelo primo para a teoria da ordenagio densa
sem extremos;

(i1) O corpo dos racionais é o modelo primo da teoria dos corpos de carac-
teristica zero;

(iii) O modelo padrao da aritmética é o modelo primo da aritmética de Peano.

Teorema 3.3.23 Uma teoria modelo completa com um modelo primo é com-
pleta.

Demonstragdo. Deixo ao leitor. O

Exercicios

1. Seja A = (A, <) um conjunto parcialmente ordenado. Mostre que Diag™ (A)U
{@a#bla#babe |Al}U{Vey(z <yVy<z)} tem um modelo. (Sug-
estdo: use compaccidade.)

Conclua que todo conjunto parcialmente ordenado pode ser linearmente
ordenado por uma ordem que é uma extensao de sua ordenagao.

2. (i) Um grupo pode ser ordenado < cada subgrupo finitamente gerado
pode ser ordenado. (Sugestdo: Olhe para Diag(A)UT, onde T é o
conjunto de axiomas da teoria dos grupos ordenados.)

(i1) Um grupo abeliano A pode ser ordenado < A ¢é livre de torsdo. (Sug-
estao: como no caso anterior. Use o fato de que um grupo abeliano
livre de torsao finitamente gerado é isomorfo a alguma poténcia de
Z, cf. Lang, Algebra.
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3. Um grafo (com R simétrica e irreflexiva) é chamado de k-colorivel se
podemos pintar os vértices com k cores diferentes tal que vértices adja-
centes tenham cores distintas. Formulamos isso adicionando K predicados
unarios C1, ..., Ck, mais os seguintes axiomas

¥z \/ Gi(e), A\ ~(Cila) A Cy2),
i i#j
J\ Vzy(Ci(x) A Ci(y) = =R(,y)).
Mostre que um grafo é k-colorivel se cada subgrafo finito é k-colorivel (De
Bruijn—Erdos).

4. Sef: A5 BeVL(p) ={21,...,2,}, mostreque A - p[ay,..., @y /21,...,2,) &
BFEo[f(ar), ..., flan)/z1, ..., zn].

Em particular, A = B.

5. Seja A C B. ¢ ¢hamada de universal (existencial) se ¢ estd na forma
prenex com apenas quantificadores universais (existenciais).

(i) Mostre que para toda sentenca universal ¢, Bl= ¢ = A = ¢.
(i1) Mostre que para toda sentenca existencial ¢, A | ¢ = B |= ¢.

(Aplicagdo: uma subestrutura de um grupo é um grupo. Essa é uma
razao para usar o tipo de similaridade (—; 2, 1; 1) para grupos, ao invés de
(=;2;0), ou (—;2; 1), como alguns autores fazem).

6. Seja A = (N, <), e B=(N — {0}, <).
Mostre que:

(i) A=B;

(i) A=B
BCA (iv) ndo é verdade que B < A.

(iii)

7. (Tarski). Seja A C B. Mostre que A < B & para toda ¢ € L ¢
ai,...,an, € |A|, B F Jyp(y,a1,...,n) = existe um elemento a € |A|
tal que B F ¢(@,ay,...,ay), onde VL(¢(y,a1,...,@,) = {y}. Sugestao:
para < mostre que

(i) tA(@y,...,an) =tB(@,...,a@,) parat € L,

(i1) AF @(@,...,ay) © BF ¢(@,...,a,) para ¢ € L por indugio sobre
¢ (use apenas V,—,3).

8. Uma outra construcao de um modelo nao-padrao da aritmética: Adicione
a linguagem L da aritmética uma nova constante ¢. Mostre que I' =
Th(N) U {¢ > |n € [N|} tem um modelo M. Mostre que M % N. M pode
ser contavel?

9. Considere o anel Z dos inteiros. Mostre que existe uma estrutura A tal
que Z < A e 7% A (um modelo ndo-padrio dos inteiros). Mostre que A
tem um “nimero primo infinito”, pes.
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Seja (peo) 0 ideal principal em A gerado por pes. Mostre que A/(peo) é um
corpo F. (Sugestdo: olhe em Vz(“z ndo pertence a (pe)” — Jyz(zy =
1+ zpss)), dé uma formulagido propriamente dita e use equivaléncia ele-
mentar). Qual é a caracteristica de F'? (Isso d4 origem a uma construgao
nao-padrio dos racionais a partir dos inteiros: considere o corpo primo).

Use o modelo nao-padrao da aritmética para mostrar que “boa-ordenacao”
nao é um conceito de primeira ordem.

Use o modelo nao-padrao da aritmética para mostrar que “corpo ordenado
arquimedeano” nao é um conceito de primeira ordem.

Considere a linguagem da identidade com constantes ¢; (i € N)

I'={h,I,I3}U{ci #¢; | i,j € N,i # j}. Mostre que a teoria de I' é
k-categdrica para K > Ny, mas nao Ng-categdrica.

Mostre que a condi¢ao “nenhum modelo finito” no Teorema de Vaught é
necessaria (olhe a teoria da identidade).

Seja X C |A|. Defina Xo = X UC onde C é o conjunto de constantes de
A Xpj1 = XnU{f (b1, ... bm) [ fem Aby, .o by € X}, X = U{ X0 |
n € N}.

Mostre que: B = (X, RiN X', ..., Ry N X, 1] X2, ..o, f| X2, {ei |
i € I'}) é uma subestrutura de A. Dizemos que B é a subestrutura gerada
por X. Mostre que B é a menor subestrutura de A contendo X; B também

pode ser caracterizada como a intersecao de todas as subestruturas con-
tendo X.

Seja * R um modelo néo-padréo de Th(R). Mostre que pad (cf. Aplicagio
I1, apés o Lema do Transbordamento) é um homomorfismo do anel dos
nimeros finitos para R. Qual é o kernel?

Considere R = (R, N, <,+,-,—,71,0,1), onde N é o conjunto dos niimeros
naturais. L(R') tem o simbolo de predicado N e, caso nos limitemos a +
e -, podemos recuperar a aritmética relativizando nossas férmulas a N (cf.

2.5.9).

Seja R < *R’ = (*R,*N,...). Mostre que N = (N,<,+,-,0,1) <
(*N,<,+,-,0,1) = *N (Sugestdo: considere para cada ¢ € L(R) a
férmula relativizada ™ € L(R/)).

Mostre que qualquer estrutura de Peano contém N como uma subestru-
tura.

Seja L uma linguagem sem a identidade e com no minimo uma con-
stante. Seja ¢ = Fz1...2p0(21,...,20) e Bsigma = {p(t1,...,tn) |
t; fechado em L}, onde ¢ é livre de quantificador.

(i) E o < cada A é um modelo de no minimo uma sentenga em X, .
(Sugestao: para cada A, veja a subestrutura gerada por §).

(i1) Considere X, como um conjunto de proposi¢des. Mostre que para
cada valoragio v (no sentido da légica proposicional) existe um mod-

elo A tal que [o(t1, ..., t0)]o = [e(t1, ..., tn)]a, paratoda p(ty, ..., t,) €

Yo
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(iii) Mostre que F o < \/iL, @(t%, ..., t}) para um certo m (sugestao: use
o Exercicio 9, secdo 1.5).

Sejam A, B € Mod(T) e A = B. Mostre que Diag(A) U Diag(B) U T é
consistente (use o Teorema da Compaccidade). Conclua que existe um
modelo de T no qual ambas A e B podem ser isomorficamente imersas,
dizemos que A e B tém uma “imersao conjunta”.

Considere a classe K de todas as estruturas de tipo (1;—;0) com uma
relacao unaria enumeravel. Mostre que quaisquer A ¢ B em K de mesma
cardinalidade sdo isomorfas. Mostre que 7' = Th(K) nio é k-categdrica
para qualquer que seja & > Rg.

Considere uma teoria 7" da identidade com axiomas A, para todo n € N.
Em quais cardinalidades T' é categdrica? Mostre que T é completa e
decidivel. Compare o resultado com o o resultado do Exercicio 12.

Mostre que a teoria da ordem densa sem extremos nao é categdrica na
cardinalidade do continuo.

Considere a estrutura A =)R, <, f), onde < é a ordem natural, e f é uma
fungao unaria. Seja L a linguagem correspondente. Mostre que nao existe
qualquer sentenca o de L tal que A = o < f(r) > 0 para todo r € R.
(sugestdo: considere isomorfismos z — z + k).

Seja A = (A, ~), onde ~ é umarelagdo de equivaléncia com uma quantidad
enumeravel de classes de equivaléncia, todas as quais infinitas. Mostre que
Th(A) é Ng-categdrica. Axiomatize Th(A). Existe uma axiomatizagio
finita? Th(A) é k-categdrica para k > Rg?

Seja L uma linguagem com um simbolo unario de funcao f. Encon-
tre uma sentenca 7,, que diz que “f tem um lago de comprimento n”,

ie. A E 1, © existem ay,...,a, € |A tais que fA(aZ-) = a;41 (7 <
n) e fA(a,) = a;. Considere a teoria 7' com o conjunto de axiomas
{B,~m, -T2, T3, ..., Ty,...} (n € w), onde § expressa que “f é bije-
tora”.

Mostre que T' é k-categdrica para k > Xg. (Sugestdo: considere a parti¢do
{(f*)i(a) | i € w} em um modelo A). T é Ng-categdrica?

Mostre que T' é completa e decidivel. T é finitamente axiomatizavel?

Faca Ty = {c | T F o e o é universal}. Mostre que Ty axiomatiza a teoria
de todas as subestruturas de modelos de 7. Note que uma parte segue
do Exercicio 5. Para a reciproca: seja A um modelo de Ty e considere
Diag(A UT. Use a compaccidade.

Dizemos que uma teoria é preservada sob subestruturas se A C B e B €

Mod(T') implica A € Mod(T).

(Los—Tarski). Mostre que 7' é preservada sob subestruturas sse T pode
ser axiomatizada por sentencas universais (use o Exercicio 26).
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28. Seja A = B. Mostre que existe uma estrutura C tal que A < C, B < C (a
menos de Aisomorﬁsmo). Sugestao: assuma que o conjunto das constantes
novas de B é disjunto do conjunto das constantes novas de A. Mostre que

Th(A) U Th(B) tem um modelo.

29. Mostre que a ordenagio <, definida por z < y := Ju(y = = + Su) é
demonstravelmente transitiva na Aritmética de Peano, i.e. PA F Vayz(z <
yAy<z—oz<z).

30. Mostre que

i)  PAFVz(0< z) (use inducdo sobre z),

ii) PAFVz(z=0V3yly =Sy)) (use indugio sobre z),

i) PAFVeylz+y=y+z),

iv) PAFVy(z <y— Sz <y) (use indugio sobre y),

v PA FVey(z <yVae=yVy<z) (use inducdo sobre z,
o caso em que z = (0 é simples, e para o passo de z para Sz
use (iv)),

(vi) PAFVY-3(y <z Az < Sy) (compare com o item (iv)).

31. (i) Mostre que a teoria L, com “universo infinito” (cf. secdo 3.1, Ex-
ercicio 3 ou Exercicio 21 acima) admite eliminagio de quantificadores.

(i1) Mostre que Lo tem um modelo primo.

3.4 Funcoes de Skolem ou Como Enriquecer Sua
Linguagem

“....existe

Em argumentos matematicos é comum se encontrar passagens como
um z tal que p(z) se verifica. Seja a tal elemento, entdo vemos que ...”. Em
termos de nossa légica, isso leva a introducao de uma constante sempre que a
existéncia de algum elemento satisfazendo a certa condicao tenha sido estabele-
cida. O problema é que: dessa forma se estd fortalecendo a linguagem de uma
maneira essencial? Formulando mais precisamente: suponha que 7'+ Jzp(z).
Introduza uma constante (nova) a e substitua 7 por 77 = TU{p(a)}. Pergunta:
T’ é conservativa sobre T, i.e. sera que T" - ¢ = T F 1) se verifica, para 1 nao
contendo a? Ja lidamos com um problema semelhante no contexto de teorias
de Henkin (secdo 3.1), portanto podemos usar a experiéncia adquirida naquela
ocasiao.

Teorema 3.4.1 Seja T uma teoria com linguagem L, tal que T'+ Jzp(z), onde
VL(¢) ={z}, e seja ¢ uma constante que ndo ocorre em L. Entdo T U {¢(c)}
€ conservativa sobre T

Demonstragdo. Pelo Lema 3.1.7, T" = T U {3zp(z) = ¢(c)} é conservativa
sobre T. Se ¥ € L e T"U {p(e)} F ¢, entdo T U {Jzp(z)} F ¢, ou T' F
Jzp(z) = . Como T é conservativa sobre T' temos que T + Jzp(z) — .
Usando T F Jzp(z), obtemos T F . (Para uma demonstracio alternativa veja
o Exercicio 6). O

O teorema acima é um caso especial de uma pratica muito comum; se, no
processo de se demonstrar um teorema, se estabelece que “para cada z existe
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um y tal que ¢(z,y)”, entdo é conveniente introduzir uma funcdo auxiliar f que
pega um y para cada z, tal que ¢(z, f(z)) se verifica para cada z. Essa técnica
usualmente envolve o axioma da escolha. Podemos fazer a mesma pergunta
nesse caso: se T+ VaJyp(z,y), introduza um simbolo de fungao f e substitua
T por T = TU{Yxp(z, f(x))}. Pergunta: T’ é conservativa sobre 77 A idéia de
enriquecer a linguagem através da introducao de simbolos adicionais de fungao,
que fazem o papel de fungoes de escolha, remonta a Skolem.

Definicao 3.4.2 Seja ¢ uma férmulada linguagem I com VL(¢) = {z1,...,2n,y}
Associe a ¢ um simbolo n-drio de funcio f, chamado de (simbolo de) fungdo
de Skolem. A sentenca

Ve .coza(Fye(r, ., 20, y) = @(21, .. 20, fol(za, .. 20)))
é chamada de azioma de Skolem para .

Note que a testemunha da secao 3.1 é um caso especial de uma funcao de
Skolem (tome n = 0): f, é uma constante.

Definicao 3.4.3 Se T é uma teoria com linguagem L, entao T*%* = TU{c | ¢ é
um axioma de Skolem para alguma férmula de L} é a extensdo de Skolem de T'
e sua linguagem L** estende-se para L através da inclusio de todas as funcdes
de Skolem para L. Se A é do tipo de L e A** uma expansio de A do tipo de
L% tal que A** |= o para todos os axiomas de Skolem de L e |A| = |A**|, entao
A*F é chamada de uma ezpansdo de Skolem de A.

A interpretagdo em A** de um simbolo de fungio de Skolem é chamada de
uma fungao de Skolem.

Note que uma expansao de Skolem contém uma quantidade infinita de fungoes,
portanto ela é uma suave extensao de nogao de estrutura. O andlogo de 3.1.7 ¢

Teorema 3.4.4 (i) T** ¢ conservativa sobre T.
(ii) Cada A € Mod(T) tem uma expansdo de Skolem A** € Mod(T**).

Demonstragdo. Primeiro mostramos (ii). Consideramos apenas o caso de férmulas
com VL(¢) = {x1,...,2n,y} paran > 1. O caso em que n = 0 é semelhante,
porém mais simples. Ele requer a introducdo de novas constantes em A (cf.
Exercicio 6). Suponha que A € Mod(T) e ¢ € L com VIL(¢) = {21,...,2n,y}.
Queremos encontrar uma fungao de Skolem para ¢ em A.

Defina V,, a4, = {b€|A||AE ¢(@,...,an,0)}.

Aplique AF, o axioma da escolha, ao conjunto {V, a4, | Va, a4, # 0}:
existe uma funcaéo de escolha F tal que F (V4 a,) € Vay,.. a.-

Defina uma funcao de Skolem por

Folar, ..., an) = F(Vay, .a,) s€ Vay, .a, #0,

e caso contrario
onde e € |A|.

Agora é uma questio de rotina verificar que de fato A** |= Vz ... 2, (Jyp(z1, .. .
o(xy,... 20, folxr,...,2y))), onde F, = f?Sk, e A®* é a expansdo de A com
todas as fungées de Skolem F, (incluindo as “constantes de Skolem”, i.e. teste-
munhas). O item (i) segue imediatamente do item (ii): Seja Tt/ ¢ (com ¢ € L),
entdo existe uma estrutura A tal que A (£ 1. Como ¢ € L, temos também que

AsE B o) (cf. segao 3.2, Exercicio 3), daf T** I/ 4. O

;fn;y) —
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Observagdo. Nao é necessario (devido a 3.4.4) estender I com todas os simbolos
de funcao de Skolem. Podemos adicionar somente simbolos de funcao para
algum conjunto dado S de férmulas de L. Falamos entao da extensao de Skolem
de T com respeito a S (ou com respeito a ¢ se S = {¢}).

O seguinte corolario confirma que podemos introduzir fungoes de Skolem no
curso de um argumento matematico, sem fortalecer essencialmente a teoria.

Coroldrio 3.4.5 SeT Ve, yp(zyr, ..., 25, y) onde VL(p) = {z1,..., 20, y},

entdo T = TU{Vzy...xne(z1,..., 20, f(21,...,2,))} € conservativa sobre T.
Demonstragdo. Observe que T" = T U {Vaoi...2,Gye(z1,...,20,y) —
e(@1,... 20, f(x1, ..., 20)) FVe1 . oznp(2r, ..., 20, folz1,. .., 24)). Logo T F
¥ = T" 1. Agora aplique 3.4.4. O

A introducao de uma extensao de Skolem de uma teoria T resulta na “elim-
inacao” do quantificador existencial que ocorre em prefixos da formaVz, ...z, 3y.
A iteracao desse processo sobre as formas normais prenex acaba resultando na
eliminacgao de todos os quantificadores existenciais.

As fungoes de Skolem em um modelo expandido nao sao de forma alguma

unicas. Se, no entanto, A | Vai...z,yp(z1, ..., 2, y), entio a fungio de
Skolem para ¢ é unicamente determinada; temos  inclusive
Ak eV azay(e(rr, . 2, y) Sy = Folzr, .o 20)).

Dizemos que ¢ define a fungao F, em A** e Vai...2,y(p(z1,. .., 2n,y) &

y = fo(r1,...,2,)) é chamada de definigdo de F, em A%,

Podemos de bom senso esperar que com respeito as funcoes de Skolem a
combinagao V3! conduz a melhores resultados que a combinagao V3. O teorema
seguinte nos diz que obtemos substancialmente mais que apenas um resultado
de extensao conservativa.

Teorema 3.4.6 Suponha que T'FVazy...z,3lyp(21,...,20,Y), onde VL(p) =
{z1,...,2,,y} € seja f um simbolo n-drio que ndo ocorre em T ou em . Entdo
Tt = TU{Va1...zpy(e(z1,.. ., 2n,y) < y = f(x1,...,2,))} € conservativa
sobre T.
Além do mais, existe uma tradugdo T — 70 de Lt = LU {f} para L, tal que
(1) TtE71e 70
(2) TtFreTHTO
(3) 7=171°%parare L.

Demonstra¢ao. Semelhante & demonstracao acima, porém mais simples. In-
dicamos os passos; os detalhes deixo ao leitor.

(a) Seja A do tipo de L. Expanda A para At pela adigao de uma relagao
QY ={{a1,...,an) | A E o(a1,...,an)}.

(b) Mostre que A =T < At =T e conclua (i).

(c) Tmite a traducdo definida no teorema 3.4.6.
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Chamamos as extensoes mostradas em 3.4.6, 3.4.7 ¢ 3.4.8, de extensoes por
definigdo. As sentencas

Ver ... zqyle &y = flz1,...,20)),

Ver...zn(f(ze,... 20 = 1),

Ver...zn(e & Q(z1, ..., 2,)),
sao chamadas ariomas definidores para f e () respectivamente.

A Extensio por Definigio faz parte da pratica didria da matemadtica (e da
ciéncia em geral). Se uma certa nogdo, definivel em uma dada linguagem, tem
um papel importante em nossas consideragoes, entao é conveniente se ter uma
notacao curta, facil, para tal nogao.

Pense em “z é um n’umero primo”, “z é igual a y ou menor que y”, “z é o
maximo de z e y”, etc.

Ezemplos.
1. Funcgoes caracteristicas

Considere uma teoria 7' com (no minimo) duas constantes cg, ¢1, tal que
TF e #c1. Seja VL(p) = {z1,...,2n}, entdo T F Vai ... z,3y(p Ay =
e1)V(—pAy = ¢g)). (Mostre isso diretamente ou use o Teorema da Completude.)

O axioma definidor para a fungao caracteristica K, é

Ver..zay((e Ay=co) V(e Ay=c1)) o y=Ko(er, ..., z,)).

2. Definig¢ées por Recursdo (Primitiva)

Em aritmética frequentemente se introduz fungdes por recursao, e.g. z!, z¥.
O estudo dessas fungoes e similares pertence a teoria da recursao; aqui apenas
chamamos a atencao para o fato de que podemos adicionar conservativamente
simbolos e axiomas para tais fun¢des. Fato (Godel, Davis, Matijasevich): cada

funcao recursiva é definivel em PA | no sentido de que existe uma férmula ¢ de
PA tal que

(1) PAFVe .. .z, yp(z1,...,20,y) €

(ii) para ki,....,kn, m € N, f(k1,... . kn) = m = PAF o(ky,... k,, ™).

Para maiores detalhes, ver Smorynski, 1991; Davis, 1958.

Antes de terminar este capitulo, vamos brevemente retornar ao tépico de
fungoes de Skolem e expansoes de Skolem. Como observamos anteriormente, a
introdugao de fungoes de Skolem nos permite descartar certos quantificadores
existenciais em férmulas. Exploraremos essa idéia para reescrever férmulas como
férmulas universais (em uma linguagem estendidal).

Primeiro transformamos a férmula ¢ na forma normal prenex ¢’. Vamos
supor que ¢’ =Vay ...z 3yd(21, ..., 20, Y, 21, ..., 2k), onde 21, .. ., 2 sdo todas
as variaveis livres em ¢. Agora considere

T* =TU{Ver ... 2pzr . 2 (CFyd(er, .. 20, Y, 21, -, 28) —

(@1, B, F(®1, B0, 21, 2R, 21y 2R)) T

Pelo Teorema 3.4.4 T™ é conservativa sobre 7', e é um exercicio simples em
l6gica mostrar que

T* V2. zn3yp(—,y,—) © Y . oxn(—, f(.. ), —).

Agora repetimos o processo e eliminamos o proximo quantificador existencial
no prefixo de %; em um numero finito de passos obtemos uma férmula ¢* em
forma normal prenex sem quantificadores existenciais, que, em uma extensao
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conservativa apropriada de 7' obtida por uma série de expansoes de Skolem, é
equivalente a .

Adverténcia: A forma de Skolem ¢* é um tipo diferente de forma normal,
no sentido de que ela nao é logicamente equivalente a .

O Teorema 3.4.4 mostra que a adi¢ao de Axiomas de Skolem a uma teoria
é conservativa, de modo que podemos operar com seguranca com formas de
Skolem. A forma de Skolem ¢* tem a propriedade de que é satisfativel se e
somente se ¢ também o é (cf. Exercicio 4). Por conseguinte ela é as vezes
chamada a forma de Skolem para satisfatibilidade. Existe uma forma dual de
Skolem ¢, (cf. Exercicio 5), que é vdlida se e somente se ¢ também o é. ¢, é
chamada a forma de Skolem para validade.

Ezemplo.  Vx13y13y2Ve23ysVesVesTys p(21, 22, 23, T4, Y1, Y2, Y3, Ya, 21, 22).
passo 1. Eliminar y;:

V1YoV ysVesVeaTys (1, 22, 23, 24, f21, 21, 22), Y2, Y3, Ya, 21, 22).
passo 2. Eliminar ys:

Ve 1VeodysVaesVeady, 80(~ s f(IL 21, 22)751(1‘1, Z1,Z2), Y3, Y4, Z1, Z2)~
passo 3. Eliminar ys:

Ve VeoVaesVeadya o(. .., fz1, 21, 22), 9(21, 21, 22), h(21, 22, 21, 22), Ya, 21, 22).
passo 4. Eliminar yy:

Ve VaoVaesVea o(. .., fz1, 21, 22), 9(x1, 21, 22), h(21, 22, 21, 22), k(21, 22, 23,

T4, 21,7%2), 21, 22).

Em expansoes de Skolem temos funcgoes disponiveis que pegam elementos
para nds. Podemos explorar isso para obter extensoes elementares.

Teorema 3.4.7 Considere A e B do mesmo tipo. Se B** ¢ uma expansdo de
Skolem de B e A* C B**, onde A* ¢ alguma expansdo de A, entdo A < B.

Demonstragdo. Usamos o Exercicio 7 da segdo 3.3. Sejam ay,...,a, € |A|,BE

Jye(y, a1, ...,a,) © B* = o(fo(@1,...,@n),@1,...,8n), onde f, é afungio de
* sk

Skolem para . Como A* C B*%, f;} (a1,...,an) = fg’ (ai,...,an) e portanto

b= (fo(@i,...,@))*" = (fo(@,...,@))*" €|A|. Dai B* = p(b,a,...,an).

Isso mostra que A < B. O

Definigao 3.4.8 Seja X C |A|. A Envoltdria de Skolem Sx de X é a sube-
strutura de A que é o reduto da estrutura gerada por X na expansao de Skolem
A% de A (cf. Exercicio 14, secao 3.3).

Em outras palavras Sx é a menor subestrutura de A, contendo X, que é
fechada sob todas as fungdes de Skolem (incluindo as constantes).

Corolario 3.4.9 Para todo X C |A|, Sx < A.

Agora obtemos imediatamente a versao mais forte do Teorema de Skolem—
Lowenheim de-cima-para-baixo formulada no Teorema 3.3.12, observando que
a cardinalidade de uma subestrutura gerada por X é a maior entre as cardinali-
dades de X e a da linguagem. Isso se verifica também no caso em questao, onde
um nuimero infinito de func¢des de Skolem sdo adicionadas & linguagem).
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Exercicios

1. Considere o exemplo sobre a funcao caracteristica.
(1) Mostre que T FVzy .. .z,(0 & Ky(z1,...,20) = c1).
(i) Traduza K,(z1,...,20) = Ko(¥1, ..., Un)-
(iii) Mostre que Tt FVay ... 2py1 ... yn (Kyp(1, ..., 20) =
Koy, ¥n)) & Vo1 zpe(r,...,2,)V
Vai...zpoe(21, ..., 20).

2. Determine as formas de Skolem de
(a) VyFz (222 + yx — 1 = 0),
(b) Vedd(e >0 = (6 > 0AVYz(le —a| < § = |f(z) — f(a)] < &),
(¢) YaTy(e = F(3)),
(d) Vey(z < y = existsu(u < 2) AJu(y < v) AJw(z < v Aw < y)),
(e) VeIy(z = y? Vo = —y?).

3. Seja 0* a forma de Skolem de o. Considere apenas sentencas.

(i)  Mostre que T'U {o*} é conservativa sobre T U {c}.
(i) FacaT* = {o¢° | 0 € T'}. Mostre que para
I finita, I'* é conservativa sobre T.
(ili) Mostre que T® é conservativa sobre T' para ' arbitraria.

4. Uma férmula ¢ com VL(¢) = {1,...,2,} é chamada de satisfativel se
existe uma A e ai,...,a, € |A| tal que A |= (@1, ...,a,). Mostre que ¢
é satisfativel sse ¢*® é satisfativel.

5. Consideramos uma linguagem I com pelo menos um simbolo de constante.
Seja o uma sentenca em forma normal prenex. Definimos a forma dual
de Skolem o, de o da seguinte maneira: seja ¢ = (Q121)...(Qnen)T,
onde 7 € livre de quantificador e os @;’s sao quantificadores. Considere
o' = (Qx1)...(Quzn)-T, onde Q; = V,T sse Q; = 3, forall. Suponha
que (o) = (Q;,%i,) ... (Q;, ®i,~7'; entdo o, = (Qi, %i,) . - (Qi2i, )T
Em palavras: elimine de o os quantificadores universais e suas variaveis
tal qual os existenciais no caso da forma de Skolem. Findamos com uma

sentenca universal.

Ezemplo. (Vx3yVze(z,y, 2))s = Jye(c, y, F(y)).

(a) Mostre que para todas as sentengas (prenex) o, |= o sse |= 05, (Sug-
estdo: veja o Exercicio 4). Dai o nome “forma de Skolem para vali-

dade” .

(b) Demonstre o Teorema de Herbrand
Fo < \/ PRGNS
i=1

para algum m, onde ¢, é obtida de o5 removendo os quantificadores.
Os t} (1 < m,j < n) sio certos termos fechados na expansdo dual de
Skolem de L. Sugestdo: olhe para =(—o)*. Use o Exercicio 18, se¢do

3.3.
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6.

Suponha que 7'+ Jzp(z), com V L(p) = {z}. Mostre que qualquer modelo
A de T pode ser expandido para um modelo A* de T' com uma constante
adicional ¢ tal que A* |= ¢(c). Use isso para construir uma demonstragao
alternativa de 3.4.1.

. Considere I, a teoria da identidade “com universo infinito” com axiomas

An (n € N) e I, com constantes adicionais ¢; (i € N) e axiomas ¢; # ¢;
para i # j, 1,j € N. Mostre que I’ é conservativa sobre I.



