Capitulo 6

Normalizacao

6.1 Cortes

Qualquer pessoa com uma experiéncia razoavel na construcao de derivagoes em
deducao natural terd observado que até certo ponto se consegue derivacoes um
tanto eficientes. O pior que pode acontecer é um nimero de passos que terminam
com o que ja foi derivado ou dado, mas entao pode-se obviamente encurtar a
derivagao.

Aqui esta um exemplo:

o A ol? o A pl?
[o A g N o [0 A gl N

O — Y (o2
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g
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(p =) =0

— Iy
(cAg) = ((p=¥) = o0)
o ocorre duas vezes, a primeira vez é uma premissa para uma regrade — /, e a

segunda vez o resultado de uma regra de — E. Podemos encurtar a derivacao
da seguinte maneira:

[o A gl
o
(p 1) =0
(cAg) = ((p =) = 0)

Aparentemente nao é uma boa idéia introduzir algo e eliminar imediata-
mente. Isso é de fato a idéia-chave para simplificar derivagdes: evitar elim-
inagoes apds introdugoes. Se uma derivagao contém uma introdugao seguida de
uma eliminagao, entao pode-se, via de regra, facilmente encurtar a derivagao; a
questao é, pode-se livrar de todos esses passos indesejados? A resposta é ‘sim’,
mas a demonstragao nao é trivial.

O toépico deste capitulo pertence a teoria da prova; o sistema de deducgao
natural foi introduzido por Gentzen, que também mostrou que “desvios” nas
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derivagoes podem ser eliminados. O assunto foi revitalizado novamente por
Prawitz, que estendeu consideravelmente as técnicas e os resultados de Gentzen.
Introduziremos um nimero de nogdes de modo a facilitar o tratamento.

Defini¢ao 6.1.1 As férmulas diretamente acima da linha em uma regra de
derivacao sao chamadas de premissas, a férmula diretamente abaixo da linha,
a conclusdo. Em regras de eliminacao uma premissa nao contendo o conectivo
é chamada de premissa menor. Todas as outras premissas sao chamadas de
premissas maiores.

Convengdo. As premissas maiores, a partir de agora, aparecerao do lado es-
querdo.

Defini¢ao 6.1.2 Uma ocorréncia de férmula 4 é um corte em uma derivacao
quando é a conclusao de uma regra de introducao e a premissa maior de uma
regra de eliminagao. v é chamada de férmula de corte do corte.

No exemplo acima ¢ — ¢ é uma férmula de corte.

Adotaremos uma regra VI levemente modificada, pois isso nos ajudara a
uniformizar o sistema.

_ % v
Yz pfz/y]

onde y nao ocorre livre em ¢ ou em uma hipdtese da derivacao de ¢, e z é livre

VI

para y em .

A versao antiga de VI é claramente um caso especial da nova regra. Usaremos
as notacoes familiares, e.g.

Vi e(y)
Vz p(z)
Note que com a nova regra obtemos uma derivagdo mais curta para
D
x D
T b )
ro(x a saber x
f v \f i
Y yely
RACZV I
Vye(y)

A adocao da nova regra nao é necessaria, mas um tanto conveniente.
Olharemos primeiro para o calculo de predicados com A, —, L, V.

Derivagoes serao sistematicamente convertidas em derivagoes mais simples
por “eliminacao de cortes”; aqui esta um exemplo:

D
o D’ D
; — 7 . converte para
p — o p o
— F
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Em geral, quando a drvore em consideragao é uma subarvore de uma derivacao
maior, a subarvore inteira que termina com o é substituida pela segunda. O
resto da derivacao permanece inalterado. Essa é uma das caracteristicas de
derivacoes em deducao natural: para uma férmula o na derivacao apenas a
parte acima de o é relevante para o. Por conseguinte apenas indicaremos con-
versoes até quando necessario, mas o leitor faria bem em ter em mente que
fazemos a substituicao dentro de uma dada derivagao maior.

Listamos as conversoes possiveis:

D4 Do
©1 ©3 . ) D;
—ANI é convertida para
p1 A\ ®i
— AF
Pi

Dy
D,
. ¥
Dq © é convertida para
1/ —1/ — 1 D
b b — ¢
— > FE ®
¥
D
[ Dlt/q
m VI é convertida para [[ ;J]]
rolxz/y 2
A g PLIY
¢lt/y]

Nao esta imediatamente claro que essa conversao é uma operacao legitima
sobre derivagoes, e.g. considere a eliminacao do corte mais abaixo que converte

Vup(u, z)
D o0, 2) Vg (u,v)
Z, 2 Yv v,z v,V
#lz,2) = #lv.2) para MVI = Dv/z]
Vep(z,x) o(z,z) i Yop(v, v)
v, v Yep(z,z (v, v
¢(v,v) o( )VE o(v, v)
¢(v,v)

A substituicao impensada de v por z em D é questionavel porque v nao é
livre para z na terceira linha e vemos que na derivacao resultante VI viola a
condigao sobre a variavel prépria.

De modo a evitar confusao do tipo acima, temos que olhar com um pouco
mais de cuidado para a maneira com que manuseamos nNossas variaveis em
derivacoes. Existe, é claro, a ébvia distingao entre varidveis livres e variaveis
ligadas, mas mesmo as variaveis livres nao tém todas o mesmo papel. Algumas
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delas sao “as variaveis” envolvidas em uma V/. Chamamos essas ocorréncias de
varidvels proprias e estendemos o nome a todas as ocorréncias que estao “rela-
cionadas” a elas. A nocao de “relacionada” é o fecho transitivo da relacao que
duas ocorréncias da mesma variavel tém se uma ocorre em uma conclusao e a
outra em uma premissa de uma regra em ocorréncias de férmula “relacionadas”.
E mais simples definir “relacionada” como o fecho reflexivo, simétrico, transi-
tivo da relagao “parente direto” que é dada verificando-se todas as regras de

o p(z) Nb(z,y) o . L
derlvagao, e.g. em —mMmMmMm /\E a ocorrencla SUpeI‘lOI‘ € a ocorrencla mfe—

. V(. y) . . .
rior de 1 (z,y) estdo diretamente relacionadas, assim como as ocorréncias cor-

respondentes de z e y. Do mesmo modo a ¢ superior e a inferior em

e
Os detalhes deixo ao leitor.

Conflitos perigosos de variaveis podem sempre ser evitados, e trata-se apenas
de renomeacao rotineira de varidveis. Como tais questdes sintaticas apresentam
notdrios pontos fracos, exercitaremos algum cuidado. Lembre que mostramos
anteriormente que variaveis ligadas podem ser renomeadas ao mesmo tempo que
se retém equivaléncia légica. Usaremos esse expediente também em derivagoes.

Lema 6.1.3 Em uma derivacdo as varidveis ligadas podem ser renomeadas de
modo que nenhuma varidvel ocorre livre e ligada ao mesmo tempo.

Demonstragdo. Por inducao sobre D. Na verdade é melhor fazer um pouco
de ‘carga de inducao’, em particular provar que as variaveis ligadas podem ser
escolhidas fora de um dado conjunto de varidveis (incluindo as varidveis livres
sob consideragio). A demonstragio é simples, e portanto deixo-a ao leitor. O

Note que a formulacao do lema é um tanto enrolada, queremos dizer ob-
viamente que a configuracao resultante é novamente uma derivagao. Trata-se
também de um artificio renomear algumas das variaveis livres em uma derivagao,
em particular queremos manter separadas as variaveis livres proprias e as nao-
préprias.

Lema 6.1.4 Em uma derivagdo as varidveis livres podem ser renomeadas, de
modo que varidveis proprias ndo-relacionadas sejam distintas e cada uma ¢é
usada eratamente uma vez em sua regra de inferéncia. Além do mais, nenhuma
varidvel ocorre como uma varidvel prépria e ndo-propria.

Demonstra¢ao. Inducao sobre D. Escolha sempre uma variavel nova para uma
variavel prépria. Note que a renomeacao das varidveis proprias nao influencia
as hipdteses e a conclusao. d

Na pratica pode ser necessario continuar renomeando variaveis de modo a
satisfazer os resultados dos lemas acima.

A partir de agora assumimos que nossas derivacoes satisfazem a condicao
acima, 1.e.



6.2. NORMALIZACAO PARA A LOGICA CLASSICA 177

(i) varidveis livres e varidveis ligadas sio distintas,

(i) varidveis préprias e varidveis ndo-préprias sfo distintas, e cada varidvel
prépria é usada em precisamente uma V7.

Lema 6.1.5 As conversoes para —, A, ¥ produzem deriwagoes.

Demonstragao. O tnico caso dificil é a V-conversao. Mas de acordo com nossa
condicao sobre varidveis D[t/u] é uma derivacdo quando D é uma derivagao,
pois as variavels em ¢ nao atuam como variaveis préprias em D. a

Observagao. Existe uma pratica alternativa para formulacao das regras de
l6gica, que é de fato util para propdsitos tedricos de prova: faca uma dis-
tingdo tipografica entre varidveis livres e ligadas (uma distingdo no alfabeto).
Varidveis livres sao chamadas de pardametros naquela notacao. Vimos que o
mesmo efeito pode ser obtido por transformacoes sintaticas descritas acima. E
entdo necessario, obviamente, formular a V-introdugao na forma liberal!

6.2 Normalizagao para a Légica Classica

Defini¢ao 6.2.1 Uma cadeia de conversées é chamada de sequéncia de redugio.
Uma derivagao D € chamada de derivagao irredutivel se ndo eriste D’ tal que
D >, D'.

Notagdao. D >; D’ representa “D é convertida para D'”. D > D’ representa
“existe uma sequiéncia finita de conversoes D = Dg >1 D1 >1 ... >1 D1 =D
e D > D' representa D > D' ou D = D'. (D reduz para D').

A questdo basica é obviamente ‘toda sequéncia de conversoes termina em um
nuimero finito de passos?’, ou equivalentemente ‘> é bem-fundada?’ A resposta
vem a ser ‘sim’, mas primeiro olharemos para uma questio mais simples: ‘toda
derivacao reduz a uma derivacao irredutivel?’

Definicao 6.2.2 Se nio existe Df tal que D1 >; D (i.e. se D1 ndo contém
cortes), entdo chamamos Dy de uma derivagdo normal, ou dizemos que D; estd
na forma normal, e se D > D’ onde D’ é normal, entao dizemos que D normaliza
para D’.

Dizemos que > tem a propriedade de normalizagdo forte se > é bem-fundada,
l.e. nao existe qualquer sequéncia de redugoes infinita, e a propriedade da nor-
malizag¢do fraca se toda derivagao normaliza.

Falando popularmente normalizacao forte diz que nao importa como vocé
escolhe suas conversoes, vocé em iltima andlise encontrarda uma forma normal;
normalizagao fraca diz que se vocé escolher suas conversoes de uma determinada
maneira, vocé encontrara uma forma normal.

Antes de descer as provas de normalizacao, chamamos a atencao para o fato
de que a regra do L pode ser restrita a instancias onde a conclusao é atomica.
Isso é obtido baixando o posto da conclusao passo a passo.
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Ezemplo.

eAY

=Y

é substituida por

é substituida por

CAPITULO 6. NORMALIZACAO

6|l 9
|- 9

—NI

etc.

<lF

— 1
o=

(Note que na derivagio a direita alguma hipStese pode ser cancelada, embora
1880 Nao seja necessario; se queremos obter uma derivagao a partir das mesmas
hipdteses, entdo é mais prudente ndo cancelar a ¢ naquela VI especifica). Um
fato semelhante se verifica para RAA: basta aplicar RAA a instancias atomicas.
A demonstracao é novamente uma questao de se reduzir a complexidade da

formula relevante.

[=(p A 9]

PAY

é substituida por

[p A 9]

é substituida por

L
— RAA

o=
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[Vz ()]
[-e(x)]  e(x)
[~ ()] T
D ) o —Va p(z)
N é substituida por >
va () RAA
e
Va o(z)

Algumas definigoes estao na vez agora:

Definicao 6.2.3 (i) uma férmula de corte mazrimal é uma férmula com posto
maximal.

(il) d = max{p(y) | ¢ férmula de corte em D} (observe que max @ = 0).

n = numero de férmulas de corte maximais e pe(D) = (d,n), o posto de corte

de D.

Se D nao tem cortes, faga pc(D) = (0,0). Baixaremos sistematicamente o
posto de corte de uma derivagao até que todos os cortes tenham sido eliminados.
A ordenacao sobre postos de corte é lexicografica:

(d,n)<(d,n')=d<dV(d=d An<n).

Fato 6.2.4 < ¢ uma boa-ordenagdo (na verdade w - w) e portanto ndo tem
sequéncias descendentes infinitas.

Lema 6.2.5 Seja D uma derwagdo com um corte no final, suponha que tal
corte tenha posto n enquanto que todos os outros cortes tenham posto < n,
entdo a conversdo de D nesse corte mais inferior produz uma deriva¢cdo com
apenas cortes de posto < n.

Demonstragao. Considere todos os possiveis cortes no final e verifique os postos
dos cortes apds a conversao.

(i) —-corte
[¢] »,
D,
P D, =D. Entao D > D' =
D
oY ®
v Y

Observe que nada aconteceu em D; e D3, logo todos os cortes em D’ tém
posto < n.

(ii) Y-corte
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D
e(t)

D
=D. Entao D >; D' = (go) [t/z]

A substituicao de um termo nao afeta o posto de corte de uma derivagao,
logo em D’ todos os cortes téem posto < n.

(iii) A-corte. Semelhante.

d

Observe que na linguagem com {A,—, L,V} as redugdes sdo bem simples, i.e.
partes de derivacoes sdo substituidas por partes préprias (esquecendo os termos
por um momento) — as coisas diminuem!

Lema 6.2.6 Se pe(D) > (0,0), entdo existe um D' com D >y D' e pe(D') <
pe(D).

Demonstra¢do. Selecione uma férmula de corte maximal em D tal que todos
os cortes acima dela tém posto mais baixo. Aplique a reducao apropriada a
esse corte maximal, entao a parte da derivagao D terminando na conclusao o
do corte é substituida, pelo Lema 6.2.5, por uma (sub)derivagio na qual toda
férmula de corte tem posto mais baixo. Se a férmula de corte maximal era a
unica, entao d é decrementado de 1, caso contrario n é decrementado de 1 e d
permanece inalterado. Em ambos os casos pe(D) diminui. Note que no primeiro
caso n pode ficar muito maior, mas isso nao importa na ordem lexicografica. [

Observe que a eliminagio de um corte (aqui!) é uma coisa local, i.e. ela afeta
apenas a parte da arvore de derivacao acima da conclusao do corte.

Teorema 6.2.7 (Normalizagao fraca) Todas as derivagées normalizam.

Demonstragdo. Pelo Lema 6.2.6 o posto de corte pode ser baixado para (0, 0)
em um numero finito de passos, portanto a tultima derivagao na sequéncia de
reducao nao tem mais cortes. d

Derivagoes normais tém um numero de propriedades convenientes, que po-
dem ser percebidas de suas estruturas. De modo a formular essas propriedades
e a estrutura, introduzimos algo mais de terminologia.

Definicao 6.2.8 (i) Um caminho em umaderivacdo ¢ umaseqiiéncia de férmulas
©o,---,Pn, tal que pg é uma hipdtese, ¢, é a conclusao e ¢; é uma premissa

imediatamente acima de ;41 (0 < i < n—1). (ii) Uma triha é uma parte ini-

cial de um caminho que para na primeira premissa menor ou na conclusao. Em

outras palavras, uma trilha pode apenas passar através das premissas maiores

de regras de eliminagao.
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Ezemplo.
[ A Y]
[p = (¥ = 0)] @ [p A 9]
Y=o (4
o
ANy =0

(=W —=0) = (pAY —o0)

A arvore subjacente é dada com rétulos numéricos:

9
6 . 7 o 8
4 e 5

o 3

o 2

o1

e as trilhas sdo (6,4,3,2,1), (9,7) e (8,5).

Fato 6.2.9 EFm uma derivagdo normal nenhuma regra de introdugdo (aplicagdo)
pode preceder uma regra de eliminagdo (aplicagdo) em uma trilha.

Demonstragdo. Suponha que uma regra de introdugao precede uma regra de
eliminacao em uma trilha, entao existe uma tultima regra de introducao que
precede a primeira regra de eliminagao. Devido ao fato de que a derivagao é
normal, uma nao pode preceder imediatamente a outra. Logo tem que haver
uma regra entre elas, que deve ser a regra 1 ou a RAA, mas isso é claramente
impossivel, pois 1 nao pode ser a conclusao de uma regra de introdugao. O

Fato 6.2.10 Uma trilha em uma derivagdo normal € dividida em (no mdzrimo)
trés partes: uma parte de eliminagdo, sequida de uma parte L, sequida de uma
parte de introdug¢ao. Cada uma das partes pode ser vazia.

Demonstragao. Pelo Fato 6.2.9 sabemos que se a primeira regra é uma elim-
inagao, entao todas as eliminagoes vém primeiro. Olhe para a iltimaeliminagao,
que resulta (1) na conclusdo de D, ou (2) em L, caso em que a regra L ou RAA
podem ser aplicadas, ou (3) é seguida por uma introduc¢do. No iltimo caso
apenas introdugoes podem se seguir. Se aplicamos a regra L ou RAA, entao
um atomo aparece, que pode apenas ser a premissa de uma regra de introdugao
(ou a conclusido de D). O
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Fato 6.2.11 Seja D uma deriwagdo normal. FEntao D tem pelo menos uma
trilha mazimal, terminando na conclusdo.

A arvore subjacente de uma derivacao normal tem o seguinte aspecto:

3

A figura sugere que as trilhas sao classificadas de acordo com “quao distante”
elas estao da trilha maximal. Formalizamos isso na nocao de ordem.

Defini¢ao 6.2.12 Seja D uma derivagao normal.

0 para uma trilha maximal ¢,,.
o(t) = o(t') + 1 se a férmula final de uma trilha ¢ é uma premissa
menor pertencente a uma premissa maior em t'.

)
—~
o~
3
~—
|

As ordens das varias trilhas sao indicadas na figura.

Teorema 6.2.13 (Propriedade da Subférmula) Seja D uma derivagdo nor-
mal de T ¢, entdo cada (ocorréncia de) formula ¢ de D € uma subférmula de
© ou de uma férmula de I' a menos que i seja cancelada por uma aplica¢do de
RAA ou quando ela é o 1 imediatamente apds tal hipdtese cancelada.
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Demonstragdo. Considere uma férmula i) em D, se ela ocorre na parte de elim-
inacao de sua trilha ¢, entao ela é evidentemente uma subférmula da hipdtese
no topo de £. Senao, entao ela é uma subférmula da férmula final 1 de ¢. Logo
¥1 é uma subférmula de uma férmula 15 de uma trilha ¢; com o(t1) < oft).
Repetindo o argumento encontramos que ¢ é uma subférmula de uma hipdtese
ou da conclusao.

Até agora consideramos todas as hipdteses, mas podemos fazer melhor. Se ¢
é uma subférmula de uma hipdtese cancelada, ela deve ser uma subférmula da
férmula implicacional resultante no caso de uma aplicacao de — 7, ou da férmula
resultante no caso de uma aplicacdo de RAA, ou (e essas sdo as tinicas excecdes)
ela propria é cancelada por uma aplicagao de RAA ou é uma | imediatamente
apos tal hipdtese. O

Pode-se inferir alguns corolarios imediatos de nossos resultados até agora.
Coroldrio 6.2.14 A Iégica de predicados € consistente.

Demonstragao. Suponha que - L, entao existe uma derivagao normal termi-
nando em L com todas as hipdteses canceladas. Existe uma trilha através da
conclusao; nessa trilha nao existem regras de introducao, logo a hipdtese mais
acima nao é cancelada. Contradigao. O

Note que 6.2.14 nao vem como uma surpresa, ja sabiamos que a légica de
predicados € consistente com base no Teorema da Corretude. O interessante da
demonstracao acima é que ela usa apenas argumentos sintaticos.

Coroldrio 6.2.15 A [égica de predicados € conservativa sobre a légica proposi-
ctonal.

Demonstragao. Seja D uma derivacao normal de T' - ¢, onde T' e ¢ nao contém
quantificadores, entao pela propriedade da subférmula D contém apenas férmulas
livres de quantificadores, dai D é uma derivacao na légica proposicional. O

6.3 Normalizagao para a Légica Intuicionistica

Quando consideramos a linguagem inteira, incluindo V e 3, algumas das no¢oes
introduzidas acima tém que ser reconsideradas. Brevemente mencionamos tais
nogoes:

[p(u)]

— mna regra 1F u é chamada de variavel prépria.
dz () o

o

— os lemas sobre varidveis ligadas, varidveis préprias e varidveis livres per-
manecem corretos.

— cortes e formulas de corte sao mais complicados, e serao trabalhados adiante.
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Assim como anteriormente, assumimos que nossas derivagoes satisfazem as
condicoes sobre variaveis livres e ligadas e sobre varidveis préprias.

A ldgica intuicionistica adiciona certas complicacoes a técnica desenvolvida
acima. Podemos ainda definir todas as conversoes:

D [¢1] [02] D
i D Dy i
V-conversdo A vI ! ? converte para 14
@1 V [%2)] o o Di
VFE
g (e
D [e(y)] D
t D’ ot
d-conversdo ﬂ 37 converte para 3,0[(/) |
Jz p(x o Dlt/y
(2) .
g (o2
e(y)

Lema 6.3.1 Para qualquer derivacdo P’ com y ndo-livre em o et livre para

o
()
y em p(y), D'[t/y] também € uma derivagdo.

o

Demonstragdao. Indugao sobre D’. d

Torna-se um pouco mais dificil definir trilhas; lembre que trilhas foram in-

: : . p—=v g

troduzidas de modo a formalizar algo como “sucessor essencial”. Em ——

nio consideramos ¢ como sendo um “sucessor essencial” de ¢ (a premissa menor)
pois ¢ nao tem qualquer relagao com ¢.

Em VE e 3F as hipoteses canceladas tém algo a ver com a premissa maior,
portanto desviamos da idéia geométrica de descer na &arvore e fazemos com
que uma trilha que termina em ¢ V ¢ continue através de ¢ e ¥ (canceladas),
e da mesma forma uma trilha que chega a Jxp(z) continua através da ¢(y)
(cancelada).

As cldusulas antigas ainda sao observadas, exceto que trilhas nao podem
comegar em hipdteses, canceladas por VE ou 3F. Além do mais, uma trilha
termina (naturalmente) em uma premissa maior de VE ou 3E se nenhuma
hipdtese for cancelada nessas aplicacoes de regras.

FEzremplo.

[p(y)] [+ (y)]
[e(y) Vio(y)]  Fep(x) VIzy(z)  Twp(z) VIzy(z)
Ba(p(z) V()] Jzp(z) VIzy(z)
Jzp(z) V Iz (z)
30(0(0) V 9(2)) = Teg(a) v Feu(z)

iE
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Em forma de arvore:

9 o 10
o 7 o &
C35) e 6
4
p (3
2 3
3
*1

A derivacao contém as seguintes trilhas:
(2,4,9,7,5,3,1), (2,4,10,8,6,3,1).

Existem ainda mais problemas a serem enfrentados no caso intuicionistico:

1) Pode haver aplicacoes supérfluas de VE e dE no sentido de que “nada é
P s P
cancelado”.

D D’
Le. em Jzp(x) o nenhuma hipdtese ¢(y) é cancelada em D'.

o

Adicionamos conversoes extras para nos livrar daquelas aplicacoes de regra
de eliminacao:

D Dy Do

D;
eV o Vol converte para

o
g

se ¢ e 1) nao sao canceladas em D7 ou D5 respectivamente.

D D’

amgp(m) o converte para

D/

o
o

se ¢(y) ndo é cancelada em D’.

(i1) Uma introdugio pode ser seguida por uma eliminagio em uma trilha sem
dar origem a uma conversao.
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Ezemplo.
[¢] W]AI [¢] M]AI
eV A pAp
VE
pAp
I AE
©

Em cada trilha existe uma A-introdugao e dois passos adiante uma A-eliminacao,
mas nao estamos numa posicao de aplicar uma redugao.

Ainda nao estariamos dispostos a aceitar essa derivacao como ‘normal’; no
minimo porque nada é deixado a propriedade da subférmula: ¢ A ¢ nao é nem
uma subférmula de seu predecessor na trilha, nem de seu predecessor. O prob-
lema é causado pelas repeticoes que podem ocorrer por causa de VE e 3| e.g.
pode-se obter uma cadeia de ocorréncias da mesma férmula:

Dy
Az101(21) o
Jzap9(22) o

Jzzp3(23) o

Fxnon(zn) o
o
Claramente as férmulas que teriam que interagir numa redugao podem estar
bem distantes uma da outra. A solucgao é modificar a ordem das aplicagoes das

regras, e chamamos isso de conversdo de permutagao.
Nosso exemplo é convertido ‘puxando’ a AE para cima:

[e] [l ] [¢]
T/\I T/\I
o phey phe
eV @ N
®

Agora podemos aplicar a A-conversao:

eV (el [¢]
@

VE

Em vista das complicacoes adicionais temos que estender nocao de corte.

Defini¢ao 6.3.2 Uma cadeia de ocorréncias de uma férmula o em uma trilha
que comecga com o resultado de uma introducao e termina com uma eliminacao
é chamada de um segmento de corte. Um segmento de corte maximal é aquele
que tem uma férmula de corte de posto maximal.

Vimos que a eliminacao no final do segmento de corte pode ser permutada
para cima:
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Ezemplo.
) )
D D
o o
31‘@1(1‘) Y=o converte para Hxspl(gj) Y=o
Fypa (y) Y=o Voo
v —=a 0 Fypa(y) o
o o
)
D
o
e depois para Y=o Y
Jzpq(z) o
Fya (y) 4
o

Agora podemos eliminar a férmula de corte ) — o

(3
D
Jzpi(z) o
Jyp2(y) 7
o

Portanto um segmento de corte pode ser eliminado aplicando-se uma série de
conversoes de permutacao seguidas por uma “conversao de conectivo”.

Como na linguagem menor, podemos restringir nossa atencao a aplicacoes
da regra 1 para instancias atomicas.

Temos apenas que considerar os conectivos adicionais:

D
D
) L
L pode ser substituida por —
©
eV —
eV
D
D
L
1 pode ser substituida por —_—
¢(y)
Jzp(z)
Fzp()

Mostraremos que na ldgica intuicionistica derivagoes podem ser normal-
izadas. Defina o posto de corte como antes; mas agora segmentos de corte:
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Definicao 6.3.3 (i) O posto de um segmento de corte é o posto de sua férmula.
(i1) d = max{p(yp) | ¢ uma férmula de corte em D}, n = niimero de segmentos
de corte maximais, pe(D) = (d,n) com a mesma ordenagio lexicografica.

Lema 6.3.4 Se D € uma deriwacgao terminando com um segmento de corte de
posto mazimal tal que todos os segmentos de corte distintos desse segmento tém
um posto menor, entdo um numero de conversoes de permutagao reduzem D a
uma derivagdo com posto de corte menor.

Demonstragdo. (1) Faga as conversdes de permutacdo sobre um segmento max-
imal, de modo que uma eliminacao segue imediatamente uma introducgao. E.g.

e Y @
eAY PAY
A ©
eAY 7
@ ®

Observe que o posto de corte nao aumenta. Aplicamos a conversao do
“conectivo” ao corte remanescente. O resultado é uma derivacao com um d
mais baixo. d

Lema 6.3.5 Se pe(D) > (0,0), entdo existe uma D’ tal que D > D' e pe(D') <
pe(D).

Demonstragdo. Seja s um segmento maximal tal que na subderivacao 75) ter-
minando com s nenhum outro segmento maximal ocorre. Aplique os pas-
sos de reducdo indicados no Lema 6.3.4, entdo D é substituida por D’ e d

nao é diminuido, mas n é diminuido, ou d é diminuido. Em ambos os casos
pe(D < pe(D'). O

Teorema 6.3.6 (Normalizacao fraca) Cada derivagdo intuicionistica nor-
maliza.

Demonstra¢ao. Aplique o Lema 6.3.5. g

Observe que a derivagao pode crescer de tamanho durante as redugoes, e.g.

]! ]!
pVe pVY VY poo [ =0 [
eV o o
2
o
é reduzida por uma conversao de permutacao a
e N e A L R s
eV o o
2
Ve o D )

o
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onde
l' [ e=0o WP ¢
D = vy o o

3

o

Em geral, partes de derivacoes podem ser duplicadas.

O teorema de estrutura para derivagdes normais se verifica para a légica
intuicionistica também; note que temos que usar a nogao estendida de ¢rilha e
que segmentos podem ocorrer.

Fato 6.3.7 (i) Em uma derivagdo normal, nenhuma aplicagdo de uma regra de
wntrodugao pode preceder uma aplicagdo de uma regra de eliminagao.

(i1) Uma trilha em uma derivagdo normal € dividida em (no mdrimo) trés partes:
uma parte de eliminagao, sequida por uma parte de 1, sequida por uma parte
de introdugdo. Essas partes consistem de segmentos, a ultima férmula dos quais
sdo, respectivamente, a premissa mator de uma regra de eliminacdo, a regra do
falsum ou (uma regra de introdugdo ou a conclusdo).

(iii) Em uma derivagdo normal a conclusdo pertence a no minimo uma trilha
mazimal.

Teorema 6.3.8 (Propriedade da Subférmula) Em uma derivagdo normal
de T F ¢, cada formula é uma subférmula de uma hipétese em T, ou de .

Demonstragdo. Deixo ao leitor. a

Defini¢ao 6.3.9 A relacao “p é uma ocorréncia estritamente positiva de subférmula
de ¢” é indutivamente definida por:

(1) ¢ é uma ocorréncia estritamente positiva de subférmula de ¢,

(2) ¢ é uma ocorréncia estritamente positiva de subférmula de ¢ A, Y A p,
PVY, YV, o1,

(3) ¢ é uma ocorréncia estritamente positiva de subférmula de V), Jzi.

Note que aqui consideramos ocorréncias; via de regra isso serd tacitamente
entendido. Diremos também, para abreviar, que ¢ é estritamente positiva em
Y, ou que @ ocorre estritamente positiva em 1. A extensao para conectivos e
termos é dbvia, e.g. “V é estritamente positiva em .

Lema 6.3.10 (i) O sucessor imediato da premissa maior de uma regra de elim-
inagdo € estritamente positivo nessa premissa (para — E, AE, YE isso é na
verdade a conclusdo). (ii) Uma parte estritamente positiva de uma parte estri-
tamente positiva de p € uma parte estritamente positiva de .

Demonstragdo. Imediata. a

Agora mostramos algumas aplicagoes do Teorema da Forma Normal.

Teorema 6.3.11 Seja I'F ¢V ¢, onde T’ nao contém V em subférmulas estri-
tamente positivas, entao I'F ¢ ou T F 9.
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Demonstragao. Considere uma derivagao normal D de ¢ V ¢ e uma trilha max-
imal £. Se a primeira ocorréncia ¢ V ¢ de seu segmento pertence a parte de
eliminacao de ¢, entao ¢ V ¢ é uma parte estritamente positiva da hipdtese em
t, que nao foi cancelada. Contradigao.

Dai ¢ V ¢ pertence a parte de introducao de ¢, e por conseguinte D contém
uma subderivacdo de ¢ ou de 1.

Dl
¥
Dy pVY
Dy_»
Dy_1 eV
Dy, eV
VY

Os tltimos k passos sao dF ou VE. Se quaisquer deles fosse uma V-
eliminacao entao a disjuncao estaria na parte de eliminacao de uma trilha e
portanto um V ocorreria estritamente positivo em alguma hipétese de I'. Con-
tradigao.

Portanto todas as eliminagoes sao 3F. Substitua a derivacao agora por:

D/
Di p
D, ®

Dy ¢

®
Nessa derivacao exatamente as mesmas hipdteses foram canceladas, logo
L'k . d

Considere uma linguagem sem simbolos de fung¢éo (i.e. todos os termos séo
varidveis ou constantes).

Teorema 6.3.12 Se T' F Jzp(z), onde T' ndo contém uma férmula eristencial
como uma parte estritamente positiva, entdo T F (1) V ...V ¢(t,), onde os
termos ty,...,t, ocorrem nas hipdteses ou na conclusao.

Demonstragao. Considere um segmento final de uma derivagao normal D de
Jzp(z) a partir de T'. Segmentos finais atravessam premissas menores de VFE
e dF. Nesse caso um segmento final nao pode resultar de IF, pois entao al-
gum Jup(u) ocorreria estritamente positivo em I'. Dai o segmento atravessa
premissas menores de VE’s. l.e. obtemos:



6.3. NORMALIZACAO PARA A LOGICA INTUICIONISTICA 191

[o1] [61]
Dy D,
arVpr Frpe)  Frp(x)
as V fs Jrp() Jzp()
Jzp(z)

Jzp(z)

Jzp(z) no inicio de um segmento final resulta de uma introdugéao (do contrario
ocorreria estritamente positiva em T'), digamos de ¢(#;). Poderia também re-
sultar de uma regra 1, mas entao poderiamos inferir uma instancia adequada
de ¢(z).

Agora substituimos as partes de D produzindo os topos dos segmentos finais
por partes produzindo disjuncoes:

(1] [81]

Dy D,
e(t) o(t2)
ar VA p(t)Velt)  e(t) Vel(ts)
asz V B e(t1) V e(tz) o(ts)

(1) V plta) V.-V p(tn)

Logo T'+ \/ ¢(¢;). Como a derivacdo era normal os varios ¢;’s sdo subtermos
de T ou Jzp(z). O

Corolério 6.3.13 Se, adicionalmente, V ndo ocorre estritamente positivo em
T, entdo Tt (t) para um t apropriado.

Corolério 6.3.14 Se a linguagem ndo contém constantes, entdo obtemos T' F

Vep(z).

Obtivemos aqui provas construtivas das Propriedades da Disjun¢ao e da
Existéncia, que ja tinham sido demonstradas por melos nao-construtivos no
Cap. 5.

Exerciclos

1. Mostre que nao existe férmula ¢ com atomos p e ¢ sem V tal que F ¢ &
pV q (dai V ndo é definivel a partir dos conectivos remanescentes).
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Se ¢ nao contém — entdo ;. Use isso para mostrar que — nao é definivel
através dos conectivos remanescentes.

Se A nao ocorre em ¢ e p e q sao atomos distintos, entao g Fpe p g =
kL.

. Elimine o segmento de corte (o V 7) de

D3
Do o
D, Azps(z) oV T [o] [7]
Jyer (y) oV T Dy Ds
oV T p p
p

. Mostre que uma férmula prenex (Q121)...(Qnzn)e é derivdvel se e so-

mente se uma férmula livre de quantificador apropriada, obtida a partir
de ¢, é derivavel. Isso, em combinacao com 15, produz uma outra prova
do Exercicio 33 na segao 5.

Observacoes Adicionais:
Normalizacao forte e Church—Rosser

Como ja mencionamos, existe um resultado mais forte para a deducao natural:
toda sequiéncia de redugio termina (i.e. <; é bem-fundada). Para ver as demon-
stracoes consulte Girard 1987, Girard et al. 1989, e Troelstra-Schwichtenberg
1996. De fato, pode-se também mostrar para < a chamada propriedade de
Church—Rosser (ou propriedade da confluéncia): se D > Dy, D > D; entdo
existe uma D3 tal que Dy > Dz e Dy > D3. Como consequéncia cada D tem
uma forma normal tnica. Mostra-se facilmente, entretanto, que uma dada ¢
pode ter mais que uma derivacao normal.



