Aprendizagem Bayesiana
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Roteiro

m Teorema de Bayes
m Hipoteses MAP e ML

m Aprendizagem de conceitos, redes
heurais...

/=
l m Classificador bayesiano 6timo
m Algoritmo bayesiano ingénuo
m Exemplo: classificagdo de textos
B = Redes Bayesianas
l m Algoritmo Expectation-Maximization



Métodos Bayesianos

Fornece algoritmos praticos de aprendizagem
~ Aprendizagem Bayesiana ingénua

= Aprendizagem de Redes Bayesianas

-
I = Combina conhecimento a priori (probabilidade a
i

priori ou incondicional) com dados de
observacado

= Requer probabilidades a priori



Teorema de Bayes

= P(h): probabilidade a priori da hipétese h

= P(D): probabilidade a priori dos dados de
treinamento D

= P(h/D): probabilidade de h dado D (probabilidade a
posteriori ou condicional)

l..r P(D/h): probabilidade de D dado h



~ Hipdtese de mdxima verossimilhanga h,, (supondo
que P(h;)=P(h;))

Escolha de hipoteses
= Geralmente deseja-se a hipétese mais provavel
observados os dados de treinamento
~ Hipotese de mdxima a posteriori hy 4
- arggasrO/)



Aplicagdo do Teorema de Bayes:

Diagndstico Médico

-Seja

M=doenca
meningite

S= dor no pescogo
-Um Médico sabe:
P(S/M)=0.5
P(M)=1/50000
P(S5)=1/20

P(M/S)=P(S/M)P(M)
P(S)
=0,5*(1/50000)=0,002
1/20

A probabilidade de uma
pessoa ter meningite
dado que ela estd com
dor no pescogo é 0,02%
ou ainda 1 em 5000.




Formulas Bdsicas de Probabilidade

= Regra do Produto: Probabilidade de uma conjungdo
de dois eventos A e B

= Regra da Soma: Probabilidade de uma disjung¢do de
dois eventos A e B

= Teorema da Probabilidade Total: Se os eventos A,
...,A, sdo mutuamente exclusivos e formam uma
parti¢cdo do evento certo




Algoritmo de aprendizagem da forga bruta
para hipéteses MAP

Para cada hipétese h € H, calcule a probabilidade a
posteriori

P(D/h)P(h)

P(h/D) = b(D)

. Escolha a hipétese h;,,» de maior probabilidade a
posteriori

h,,», =argmaxP(h/D)

heH




D = {f(xy), ....f(x,)}
=~ Escolha P(D/h)

= P(D/h) =1, se h é consistente com D

Relagdo com a aprendizagem de Conceitos
= Suponha um conjunto fixo de instancias {x, ..., X}
= Suponha que D é o conjunto de classificagoes

= P(D/h) = 0, sendo



= Escolha P(h) sob a hipétese de distribuigdo
uniforme

1

!Relag&o com a aprendizagem de Conceitos
P(h) = H VheH

Entdo,

|
P(h/D)={VS,
0, senao

§

, se h é consistente com D

| VS, |t subconjunto de hipéteses de H consistentes

N
l com D



Evolucao das probabilidades a
posteriori

uP(h|D1 mP(h|D1,D2)

mUma analise bayesiana pode ser algumas vezes
usada para mostrar que algoritmos particulares
produzem hipoteses MAP, mesmo nio usando
explicitamente o teorema de bayes ou calcular

probabilidade (e.g., FIND-S e CANDITATE-
ELIMINATION)

I
-
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Aprendizagem de uma fungdo com
valores reais (1/3)

m Suponha uma fungdo f qualquer com valores reais
m Exemplos de treinamento <x;,d3>, onde d;:
- di= f(x) + e

- e, & uma variavel aleatoria (ruido) - distribuigdo normal
com média O

m Entdo a hipétese de mdxima verossimilhanga hy, é
aquela que minimiza a soma dos erros quadradticos:




Aprendizagem de uma fungdo com
valores reais (2/3)

m = Maximizando o log natural:

=



Aprendizagem de uma fungdo com
valores reais (3/3)

N _ 2
h,, =argmax ) In : —%(d" h(xi))

»In—— :
h€H i=1 2.777(72

0
2 l(dl. -h(x,.))2
=argmax2—— >
nen =1 2 o

= arg maxi (d, - h(x,))’

= arg min E (d, - h(xi))2




H, para prever probabilidades

m Suponha que queremos aprender uma fungdo
probabilistica f:X — {0,1}

m O espago de exemplos X pode representar
pacientes em termos de seus sintomas e f(x):

- o valor 1, se o paciente sobreviver a doenga
- o valor O, caso contrario

m Porém, em geral, podemos ter o seguinte caso:
- 92% dos pacientes sobrevivem
- 8% ndo sobrevivem




treinada de tal forma que sua saida é a
probabilidade de f(x)-1

- i.e, aprender a fungdo f":X — [0,1], tal que
- £ (x)=P(f(x)-1)
- f'(x=1)=0.92
® Mas como uma rede neural pode ser usada para
aprender f*?
m Que critério deve ser otimizado a fim de que H,,
l possa ser aprendida neste contexto?

H,. para prever probabilidades/Redes
Neurais (1/3)
m Neste contexto, suponha que uma rede neural é
i
i



H,. para prever probabilidades/Redes
Neurais (2/3)

m Que critério deve ser otimizado a fim de que H,,
possa ser aprendida neste contexto?

sigmoide e”:

mCross-entropy

mA regra de atualizagdo dos pesos para a fungdo
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H,. para prever probabilidades/Redes
Neurais (1/3)

= Sumdrio:
- Tanto a regra anterior quanto a do backpropagation
convergem para um H,, em dois cendrios diferentes:

- 1) A regra que minimizar a soma quadrdtica dos erros
procura a H,, supondo que o cj. de treinamento pode
ser modelado por ruido normalmente distribuido
adicionado a fungdo original

- 2) A regra que minimiza a “cross entropy” busca pela
H,. supondo que o valor booleano observado é uma
fungdo probabilistica do exemplo de entrada



Classificagdo mais provdvel
de uma hova instancia

~ Dada uma hova instancia x, qual € a sua
classificagdo mais pr'ovc\vel7

= hpyap(Xx) ndo € a classificagdo mais provavel
Considere,
=~ Trés hipoteses:

= Dada uma nova instancia x,
 Suponha: hy(x) = +, hyx) = - hy(x) = -

A classificagdo mais provdvel de x?

~

i
' [ P(h,/D) = 0.4, P(h,/D) = 0.3 e P(hy/D) = 0.3
N



Classificador Bayesiano Otimo
1/2)

= Se a possivel classificagdo do novo exemplo pode
ser qualquer v;€V, a pr'obab|||dade de que a
classificagdo correta se jav,

Classificagdo Bayesiana dtima

argmax%P(v /h.)P(h. /D)

M BN pn



Classificador Bayesiano Otimo (1/2)
~ Exemplo.
e P(hl/D) - 04, P('/hl) - O, P(+/h1) =1
= P(hz/D) - 03, P(-/hl) - 1, P("‘/hl) =0
= P(h3/D) - 03, P("/h3) - 1, P("‘/hl) =0
~ Portanto %P(” h;)P(h,;/D)=0.4

;’P(—/hi)P(hi /D) =0.6

N



Classificador Bayesiano Ingénuo

= Junto com drvores de decisdo, redes neurais,
vizinhos mais-préximos, € um dos métodos de
aprendizagem mais prdticos

= Quando usa-lo

] = Quando se tem disponivel um conjunto de
treinamento médio ou grande

= Os atributos que descrevem as instancias forem
condicionalmente independentes dada uma
classificagdo

Aplicagoes:
B  ~ Diagndstico
l = Classificacdo de documentos (texto)




Classificador Bayesiano Ingénuo

Suponha uma fungdo de classificagdo f: X — V, onde cada
instancia x é descrita pelos atributos {qa,, ..., a.}

O valor mais provadvel de f(x) é

Vaap = argmaxP(v;/a,---,a )
VJEV

P(ala"'aan /Vj)P(Vj)
= argmax
ViEV P(al,---,an)

argmaxP(a,,---,a, /v,)P(v,)
VEV

Suposicdo Bayesiana Ingénua
P(al,---,an/vj)=]__-[P(ai/Vj)

Classificador Bayesiano Ingénuo




= P'(a;/v;) < estimativa de P(a;/v,)

Classificador_Novas_Instancias(x)

Algoritmo Bayesiano Ingénuo
Aprendizagem_Bayesiana_Ingénua(exemplos)
= Para cada v,
= P'(v;) < estimativa de P(v;)
= Para cada valor a; de cada atributo a
i



Dia Tempo Temp. Humid. Vento Jogar
=Dl Sol Quente Alta Fraco Ndo
D2 Sol Quente Alta Forte Ndo
D3 Coberto Quente Alta Fraco Sim
D4 Chuva Normal Alta Fraco Sim
D5 Chuva Frio Normal Fraco Ndo
D6 Chuva Frio Normal Forte Ndo
D7 Coberto Frio Normal Forte Sim
8 Sol Normal Alta Fraco Ndo
9 Sol Frio Normal Fraco Sim

10 Chuva Normal Normal Fraco Sim

11 Sol Frio Alta Forte ?

Classificador bayesiano ingénuo: exemplo

P(Sim) = 5/10=0.5
P(Nao) = 5/10 =0.5
P(Sol/Sim) =1/5=0.2
P(Sol/Nao) = 3/5=0.6
P(Frio/Sim) =2/5=0.4
P(Frio/Nao)=2/5=0.4
P(Alta/Sim) =2/5=0.4
P(Alta/Nao) = 3/5 = 0.6
P(Forte/Sim) =1/5=0.2
P(Forte/Nao)=2/5=0.4

P(Sim)P(Sol/Sim) P(Frio/Sim)
P(Alta/Sim) P(Forte/Sim) = 0.003

=> Jogar_Tenis(D11) = Nao



Algoritmo Bayesiano
Ingénuo : Dificuldades (1/2)

uposicdo de independéncia condicional quase sempre

iolada

= Mas funciona surpreendentemente bem

que acontece se nenhuma das instancias classificadas
omo v; tiver o valor g;?

=



Algoritmo Bayesiano
Ingénuo : Dificuldades (2/2)
Solugdo tipica

= h € o ndmero de exemplos para os quais v = v

J
' h. nimero de exemplos para os quais v=v;ea=gq

= p € aestimativa a priori para P'(a,/v;)

"virtuais")

l m € o peso dado a priori (ndmero de exemplos



= Interesse

= Suposi¢do de independéncia condicional muito
restritiva (classificador bayesiano ingénuo)

= Mas sem esse tipo de suposigdo em algum nivel
o problema se torna intratdvel

|
F Redes Bayesianas
/=
_

~ Redes Bayesianas descrevem independéncia
condicional entre subconjuntos de varidveis

= Permite a combinacdo do conhecimento a
priori sobre a independéncia entre varidveis

l com os dados observados



Independéncia Condicional

~ X & condicionalmente independente de Y dado Z se a
distribuigdo de probabilidade de X é independente do valor
de Y dado o valor de Z

P(X/Y,Z)=P(X/Z)

~ Exemplo: Trovdo é condicionalmente independente de
Chuva, dado Relampago
~ P(Trovdo/ Chuva, Relampago) = P(Trovdo/ Reldmpago)
~ Regra do Produto:

e |






Redes Bayesianas - Representagdo

A rede representa um conjunto de assergoes de
independéncia condicional

= Cada no € condicionalmente independente dos
seus ndo descendentes, dados os seus
predecessores (pais) imediatos

l = Grafo aciclico direto



onde Pais(Y;) significa predecessores imediatos de
Y. no grafo

= A distribuigdo conjunta é definida pelo grafo mais
os (y; / Pais(Y)))

Redes Bayesianas
Representa a distribui¢cdo de probabilidade conjunta
entre todas as varidveis
= Exemplo, P(Tempestade, ..., Fogo na Floresta)
=~ Em geral
i



Rede Bayesiana com as
probabilidades condicionais

Terremoto

J)
J,M)
E)

Maria ligar




Como Redes bayesianas lidam com
evidéncias

m Evidéncia Forte (instanciacao) para um né X é uma
evidéncia que X esta definitivamente em um valor particular

— Suponha que X represente um resultado de uma
determinada partida de um time de futebol {ganha,
perdida, empate}. Uma evidéncia forte seria o
conhecimento que a partida foi definitivamente ganha. X
seria instanciado com o valor “ganha”

m Evidéncia Soft para um n6 X é qualquer evidéncia que
permita a atualizacao da probabilidade a priori do estado de
X.

— Se sabemos que o time esta ganhando a partida por 4-0
aos 35 minutos do 20. tempo, entao a probabilidade de
“ganha” seria bastante alta, enquanto a probabilidade de
“perdida’ e “empate” seria baixa



m Conexao serial
— Qualquer evidéncia que entra no inicio da
conexao pode ser transmitida ao longo do

caminho direcionado, dado que nenhum né
intermediario no caminho é instanciado

- m Conexao divergente

. — Evidéncias podem ser transmitidas entre dois
nos filhos do mesmo pai, dado que o pai nao

esta instanciado
. m Conexao convergente
— Evidéncias s6 podem ser transmitidas entre dois
I pais, gdo. o no filho (convergente) recebeu

l alguma evidéncia que pode ser soft ou forte.

' Tipos de Conexao
-




Conexao Serial

mA .B ]
mFalha de mlirem mNorman
sinal atrasado atrasado

mEvidéncias podem ser transmitidas de A para
C, a menos que B seja instanciado

N



Conexao Divergente

mA
mGreve de
trem
e
mMartin
atrasado

mEvidéncias podem ser transmitidas de B para C
através de uma conexao divergente A, a menos que A

i
l esteja instanciado




mMartin
atrasado

mA

mEm uma conexao convergente uma evidéncia so pode
ser transmitida entre pais B e C , qdo. um no convergente
A recebeu alguma evidéncia (forte ou soft).

Conexao Divergente

C
-Martln dormiu ]
demas



-
=

Explaining away

B
mMartin dormiu
demais

~

mMartin
atrasado

mA

mlrem atrasado
mNorman
atrasado

mD




Inferéencia em Redes Bayesianas

=~ Como inferir as probabilidades dos valores de uma
ou mais varidveis na rede, a partir das
probabilidades dos valores das outras varidveis

. = A rede Bayesiana contém toda a informagdo
necessdria para essa inferéncia

- = Quando se trata de apenas uma variavel, a
. inferéncia é trivial

= No caso geral, o problema é NP hard

Na pratica, pode-se alcangar-la de varias formas

= Métodos exatos de inferéncia funcionam bem
T para algumas estruturas de rede

= Métodos de tipo Monte Carlo "simulam” a rede
l aleatoriamente para obter solugoes aproximadas




Aprendizagem de Redes Bayesianas (1/2)

= Variantes da tarefa de aprendizagem

= A estrutura da rede pode ser conhecida ou
desconhecida

= O conjunto de treinamento pode fornecer valores
o para todas as varidveis da rede ou para somente
algumas

Se a estrutura é conhecida e todas as varidveis
observadas

=~ Entdo é tdo fdcil como treinar um classificador
Bayesiano ingénuo




Aprendizagem de Redes Bayesianas (2/2)

= Suponha a estrutura conhecida e variaveis
parcialmente observaveis

= Exemplo, observa-se fogo na Floresta,
Tempestade, Onibus de turismo, mas ndo Raio,
Fogo no Acampamento

Problema similar ao treinamento de uma rede
heural com neuronios ocultos

Aprende-se a tabela de probabilidades
condicionais de cada né usando o algoritmo do
gradiente ascendente

O sistema converge para a rede h que maximiza
localmente P(D/h)

]

]

T IN = ANE
1



Gradiente Ascendente p/ Redes Bayesianas

Seja w;;, uma entrada na tabela de probabilidade
condicional para a variavel ¥Y; na rede

Wik = P(Y; = y;/Pais(Y)) = lista uy de valores)

Exemplo, se ¥; = Fogo no Acampamento, entdo u;, pode
ser { Tempestade = T, Onibus de Turismo = F}

Aplicar o gradiente ascendente repetidamente

1. Atualizar todos os w;; usando os dados de
treinamento D

2. Normalizar os w;;, para assegurar

vl BB



Calcule as probabilidades das varidveis ndo
observadas, supondo h verdadeira

Calcule novo w;; que maximize E[In P(D/h)], onde D
agora inclui tanto as varidveis observadas como as

probabilidades calculadas das ndo observadas
uando a estrutura € desconhecida
Tépico de pesquisa ativo ...
i

Aprendizagem em Redes Bayesianas
algor'i’rmo EM também pode ser usado. Repetidamente:



Sumdrio de Redes Bayesianas

= Combina conhecimento a priori com dados
observados

= O impacto do conhecimento a priori (quando
correto) é a reducdo da amostra de dados
hecessarios

~ Area de pesquisa ativa

~

Passar de varidveis Booleanas para varidveis
numéricas

Distribuicoes em vez de tabelas

Légica de primeira ordem no lugar de
proposicional

Métodos de inferéncia mais efetivos



Redes Bayesianas X Redes Neurais (1/3)

m Como sistemas de representacao

— ambos sao representacoes baseadas em
atributos

— ambos manipulam entradas e saidas continuas

— No6s em redes bayesianas representam
proposicoes com semantica bem definida e
relacionamentos probabilisticos com outras
proposicoes; os nos de uma rede neural nao
representam proposicoes especificas

ISR AN E pm



IR ANE m

Redes Bayesianas X Redes Neurais (1/3)

m Como mecanismos de inferéncia ambos

— Redes neurais feedforward podem executar
em tempo linear, enquanto inferéncia para
redes bayesianas gerais € um problema NP-
dificil

— Flexibilidade das redes bayesians. A qualquer
momento, qualquer subconjunto de variaveis
podem ser tratados como entrada, e qualquer
outro subconjunto pode ser a saida; enquanto
que em redes neurais feedforward tém
entradas e saidas fixas.



Redes Bayesianas X Redes Neurais (1/3)

m Como sistemas de aprendizagem

— Dificil de comparar ambos os sistemas - redes
probabilisticas adaptativas é um topico
recente de pesquisa

— Redes bayesianas sao mais lentas em geral,
mais as vezes podem ser mais rapida devido
ao conhecimento a priori

— Redes bayesianas representam proposicoes
localmente. Isto faz com que estas redes
convirjam mais rapido para uma representacao
de dominio que tem uma estrutura local



Expectation Maximization (EM)

= Quando usar:
= Os dados sdo observadveis apenas parcialmente

= Aprendizagem ndo supervisionada (Clustering,
0s grupos sdo desconhecidos)

= Aprendizagem Supervisionada (alguns valores

/=

de algumas varidveis ndo sdo observados

= Alguns usos

l = Treinamento das redes Bayesianas
= Clustering

- w etc



= Cada instancia x € gerada

1. Escolhendo uma das k Gaussianas com
probabilidade uniforme

= (Gerando uma instancia aleatoriamente de
acordo com essa Gaussiana

Iéer‘ag&'o de Dados a partir de k Gaussianas

-
-



EM para a estimagdo de k médias

Dado

= Instancias de X geradas pela mistura de k distribuigoes
Gaussianas

~ Meédias desconhecidas <u,, ..., w.> das k Gaussianas

= Ndo se sabe que instancia x; foi gerada por qual

- Gaussiana

= Determine

=~ Estimativas de Maxima Verossimilhanga de <pq, ..., w>
Considere a descrigdo completa de cada instancia como

Yi = <Xi. Ziy, Z;>, onde

- z; €1 se x; for gerado pela j-ésima Gaussiana

~ X; observavel

= Z;; hdo observavel




EM para a estimagdo de k médias

EM algoritmo: Selecione aleatoriamente uma
hipdtese inicial h = < u;, u,»

Passo E: Calcule o valor esperado E[z;;] de cada
varidvel oculta z;;, supondo vdlida a hlpoTese atual h =

< W1, M2>

IJ'




EM para a estimagdo de k médias

Passo M: Calcule a nova hipétese de Mdxima
Verossimilhanga h' = < u';, u',>, supondo que o valor
assumido por cada varidvel oculta z;; € o valor
esperado E[z;] jd calculado. Troque h = < u,, u,> por

hl = < M,I' M02>.

Converge para um mdximo de verossimilhanga h local
e fornece estimativas para as varidveis ocultas z;
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