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Separacao de Populacoes:
Método de Fisher

= Duas Populacoes (Dois Grupos)
e Objetivo:
vTransformar observacoes multi-variadas x
em observacoes uni-variadas y de tal
forma que as populacoes (classes) 1 e T,
sejam o mais separadas possivel



Separacao de Populacoes:
Método de Fisher

= Duas Populacoes (Dois Grupos)
* Modelo:
v y € combinacao linear dos x
v Nao € necessario supor que as
populacoes Ty € T, sejam normais
v Igualdade das matrizes de covariancias
de 1M, € T,



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Duas Populacoes (Dois Grupos)
* Dados:
Y n;observacoes de Mt Xy, ..., By

Y Vi1, Y19, ---» Yin1 SA0 as n; observacoes de
T, expressas em termos de y

v n, observacoes de T,: X,;, ..., X515

Y Y51, Yoo, ---» Youo SA0 as n; observacoes de
T, expressas em termos dey



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Duas Populacoes (Dois Grupos)
* Critério: Separacao entre T € Ti,
viormulada em termos da diferenca entre
Yire s
vexpressa em unidades de desvio-padrao :

‘371_)72‘

5y

Separacao =



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Duas Populacoes (Dois Grupos)
vonde

ny n,

Z(y]j _71)2 +Z()’2j _72)2

2 =1 e
2.7 J
B

¥



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wDuas Populacoes (Dois Grupos)
e Lembre que:

2 ] ny ] ny 7 T
XIZ—ZXU Slzn _]Z;(XIJ—X])(XU—X])
1 Jj=

n; -




Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wDuas Populacoes (Dois Grupos)

* Note que:
Z](y]j _71)2 +Z2:(y2j _)72)2
e = =4'S 4

b n+n,—2

_(n,=1)S,+(n,—1)8S,
o Amp=D)+(n,— 1)




Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Duas Populacoes (Dois Grupos)
* Proposicao

vDentre todas as possiveis combinacoes
lineares, € a combinacao

p=a'x=(x,-X%,)S x

que maximiza a razao



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Duas Populacoes (Dois Grupos)
* Proposicao

Distancia entre as medias amostraisde y
Variancia amostral de y

W e ) Al Aol el R A 2
(Y =) (ale e atxz) i (atd)
s a'S 4 a'S a



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Duas Populacoes (Dois Grupos)
* Proposicao

onde dZX]—XZ

O maximo dessa razao €

D’ =(X, _Xz)ts_] (X;-X,)

com

 Observacao: S_,,, tem inversa quando
n,+n,-2=p



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Duas Populacoes (Dois Grupos)

 Regra de alocacao baseada na funcao
discriminante de Fisher

vAlocar x, a TI; se

¥, :ﬁtxo =(X, _Xz)ts_] X, 2 m

com



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Duas Populacoes (Dois Grupos)
v Onde

e

—(yl +y2)—§( X, +4'x, )

((x X, )'SL X, +(X,~X,)'S7 x,)

_(X i XZ) Scom(xl +X2)



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Duas Populacoes (Dois Grupos)

 Regra de alocacao baseada na funcao
discriminante de Fisher

vAlocar x, a 1T, se 5 2
S Py, —1m=0

Alocar x5 a T, se P, <M

ou se Yy =<0



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
 Motivacao
vObter um conjunto reduzido de variaveis,

vcombinacoes lineares das observacoes
(tais como a;'x, a,x, ...),

vde tal modo a separar ao maximo as
classes (populacoes)



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
* Interesse
vRepresentacao das g populacoes (classes)
dem um espaco de dimensao reduzida
dque separa ao maximo as populacoes

vRegra visual ou automatica de
classificacao

vetc



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
* Consideremos g populacoes para as quais
X .1 € definida
* As matrizes de covariancia das g populacoes
sao consideradas iguais e de posto completo

TR e

PP pPXp AN



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
* Observacao
Se 2., hao € de posto completo deve-se
reduzir a dimensao do espaco de observacao

COImMo seguc

vcalcula-se os autovalores e auto-vetores

de 2 -

dretendo-se aqueles autovalores nao
nulos e seus correspondentes auto-

vetores



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)

vDefine-se

P

pP*q

_PX] pxI |

€, ne

odmatriz de auto-vetores correspondentes
aos autovalores ndo nulos de 2,

v Substitui-se X, por X"

i e S B

matriz de covariancias sera
tcov(X¥) = cov(PtX) = Picov(X)P = Pt 3P



Separacao de Populacoes
Método de Fisher
wVarias Populacoes (Varios Grupos)
e Sei
ejam e s

px1 pxl
os vetores meédia das g classes (populacoes)

Entao
Z 1,

lle]

€¢ a meédia combinada dos g grupos



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)

* Seja a matriz de dispersao inter-grupos
populacional

B, Z 7]

p><p i=1 1><p



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
* Consideremos a combinacao linear (escalar)

Y=a X
Temos: o
g(Y\nl.):g(atX\nl.):atg(X|7tl.):Iat M :
*P pxl
Var(Y )=Var(a’X )=a'cov(X )a=2a' ¥ a
Ixp pxp pxl |

i Eameta



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
 Temos entao:

5
My =al,
Para a populacao Tt:

c.=Var(Y)=2a'Za

Para todas as populacoes:



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Varias Populacoes (Varios Grupos)
 Temos entao:

Meédia global:




Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
* Seja a razao
Soma das distancias de cada media em relacao

a media global de Y para cada populacao

Varianciade Y

g 4
Z(“iY_HY)2 Z(lat p,—a’ )’
o=l sopt ] Ixp px1

.
c; a'Xa




Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
* Seja a razao

Sm-w)f  Yan-wu-n)a

Soad

a’Ya a'Ya

2| D (u,—p)(n ) fa

a'Ya a’Ya




Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)

&
Z(HiY — My )2
=1

o a'Xa

e A razao

[
_aB

mede a variabilidade inter-grupos em
relacao a variabilidade intra-grupos

 Trata-se de selecionar a que maximiza essa
razao



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
* Proposicao(Discriminantes populacionais de
Fisher)

vSeja A;2... A,>0, onde s £ min(g-1,p) os
autovalores nao nulos de 2-'1B; €

ve,, ..., € 0s correspondentes auto-vetores,
normalizados pela relacao

vetj zer b 1= 1500s.



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)

* Proposicao(Discriminantes populacionais de
Fisher)
Entao o vetor a que maximiza a razao

[
aB,a

a'Ya

€ a, = e, (vetor proprio associado a A,, maior
valor proprio de 2-'1B)

Y, = a;X é denominado primeiro
discriminante



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
* Proposicao(Discriminantes populacionais de

Fisher)

O vetor a que maximiza a razao
a'B a
a'’>a

syjeito a cov(Y,,Y,) = cov (a; X, a,X) = a;2a,
O € a, = e, (vetor proprio associado a A,,
segundo maior valor proprio de >-'B)

Y, = a,X é denominado segundo
discriminante



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
* Proposicao(Discriminantes populacionais de

Fisher)
De um modo geral, o vetor a que maximiza a
razao

a'B a

a'’Ya

sujeito a cov(Y,,Y;) = cov (a, X, aX) = a, 2a, =
0,1<k, € a_=e,_|(vetor proprio associado a
A : . .

Y, = a X é denominado o k-esimo
discriminante



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
s. B geraly 2 el diF -1, igesdo
desconhecidos.

Suponha que o conjunto de treinamento
consiste de amostras aleatorias

n, observacoes da populacao (classe) Tt, 1 =
e

Seja f( a matriz de dados da populacao T € x;
a j-ésima observacao parai=1, ..., g



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)

e Entao
Vetores de média amostral

b =%,=1> x,i=1, g

pxI  pxl z j=1 pxI
Matrizes de covariancias

n;

S, ] Z(Xﬁ_ii)(xij_ii)l:iifi:]w-

pxp M —1 el 7R Ixp pxp



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
e Vetor de medlas global

Zn ZZXU
A s pxl i=1 ] =1 pxl
H=X —

pX] pX]
So 3n
==,

Matriz de dispersao 1nter—g;upos amostral

B, =3 n(x, - x)(x,—x)

PXp i=1 px1 Ixp




Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
e Matriz de dispersao intra-grupos amostral

W = Z(n —1)S. ZZ(X —x)(x —x)(

p*p ey

Estimativa de X2




Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
 Observacoes

Y Wej(n s en e oS o
vO mesmo 4 que maximiza
ﬁtBOfl
Al A
aS, a :
também maximiza ﬁ‘Boﬁ

a'W

e\l



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)

* Problema
Encontrar § que maximiza

a

AtA
aB,
a'w

o



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
* Proposicao (Discriminantes amostrais de
Fisher)
Seja X 2..2% >0 onde s < min(g-1,p) os
autovalores nao nulos de W'B, e ¢&.....&
os correspondentes auto-vetores,
normalizados pela relacao ¢€S,,.é=1



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
 Entao o vetor 4 que maximiza a razao

a'B, 4
a'Wa

St

> At 5 : :
Y, =a,X ¢é chamado de primeira
discriminante amostral



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)
* Proposicao(Discriminantes amostrais de
Fisher)
A escolha de 4, =€, fornece a segunda
discriminante amostral Yz g ﬁ; X

Da mesma forma, a escolhade a4, =€,
fornece a k-ésima discriminante amostral

A

_At
Y, =a,x

K<y



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

wVarias Populacoes (Varios Grupos)

* Proposicao(Discriminantes amostrais de
Fisher)
Sera satisfeita a condicao

Isei=k<s

s 4 =+ s
0, senao

1 com




Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Classificacao baseada nos
discriminantes de Fisher
» Seja ¥, =a, X o k-ésimo discriminante
populacional k < s P S 3
Y, Wy, || A0,
Y =| : [tem vetorde médiasp, =| : |=| :
sx1 ;

YS !"liY as“i

oz = S

P T



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Classificacao baseada nos discriminantes de
Fisher

* e matriz de covariancias

1

SXS



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Classificacao baseada nos
discriminantes de Fisher

» Distancia quadratica entre Y=Y e My

(y_HiY)tI(y_HiY):ZS:(yj _Min)Z



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Classificacao baseada nos
discriminantes de Fisher

* Regra de Classificacao
Atribua Yy a populacao T, se a distancia

quadratica entre Y e U,y € menor do que as
distancias quadraticas entre Y e U

i#zk



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Classificacao baseada nos
discriminantes de Fisher

 Usando-se apenas r < s discriminantes
Alocar x a Tg, se€

Z(yj — My )2 BT
j=I

Zr:[aj(x_“k)]z Si[aj(X—M,-)]Z,i;tk

e



Separacao de Populacoes
Método de Fisher

= Classificacao baseada nos
discriminantes de Fisher

* Regra de classificacao de Fisher baseada
nos discriminantes amostrais
Alocar x a T, se€

Z(y] Vi) =

Z[a (x-x,)[ < [ (x=x )ik
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