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Metodos de Particao

Objetivo: obter uma partigdo de um conjunto de objetos em um
ndmero predefinido de grupos de tal maneira que os grupos obtidos
sdo os mais homogéneos e bem separados possiveis.

Usualmente as partigdes sdo construidas otimizando um critério de
adequagdo entre as classes e os seus representantes. O problema
de classificagdo torna-se um problema perfeitamente definido em
otimizacdo discreta:

Encontrar, entre o conjunto de todas as partigoes
possiveis, uma particdo gue otimize um critério de
adequggdo definido a priori.
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Notacao

Nobjetos ou individuos: Q={wy,..., W ,..., W\ }
K classes ou grupos: Q={Q;,..., Q4
p descritores: y:{yl,..., Yjr Yp}

A cada objeto w de Q é associado um vetor de
descricdo desse objeto

T

X, = ()(il,...,)(ij ,...,Xip)

Francisco de A.T. de Carvalho,
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Problema de Otimizacao

Seja um critério U, definido de 0,(Q) -~ 0", onde
¢ (Q) € o conjunto de todas as partigoes em K
classes ndo vazias Q. O problema de otimizagdo

se exprime sob a forma:

U(P)= Min U(Q)

QU  (Q)
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Otimizacao lterativa

® Parte-se de uma solucdo Q" 00 (E) « Escolha
inicial

® Na etapa 7+, tem-se uma solugdo QY
procura-se uma solugdo Q) = g(QW)
que verifica U(@Q")=<u(@QY) Escolha

e O algoritmo para assim que Q" 0{Q®,--,Q"}
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Algoritmos de Vizinhanca

Uma das estatégias mais utilizadas para contruir a fungdo ¢

-associar a toda solugdo & um conjunto finito de solugoes
Q) chamada vizinhanga de @,

-selecionar a solugdo étima segundo esse critério U nessa
vizinhanca (solugéo localmente otima)

Dois exemplos bem conhecidos desse tipo de algoritmo
-0 algoritmo das transferéncias
-e o algoritmo k-means.
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Algoritmo das Transferencias

O criterioU associado a partic&Q € a soma das inércias de cada
uma das classes, isto&inercia intra-classes

U(Q) = Yn > > d*(z,2,) = ZZI(Q) ZZZd (z,w))

i=1 1j em;e,0Q j=1 X,

d € a distancia euclidiann, representa o numero de elemer
da class€);, w; € o centro de gravidade da cla€sez, z e z;:
vetor de descricao dee, €

Se o individuae é afetado em uma clasQe diferente da
sua classe de afetacao atual tem-se:

_ n, 2
1(Q D{ed) =1Q)+2, 2 d"(x.w)
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Algoritmo de Transferéncias

(a) Initializagdo: Tem-se uma particdo inicial @ o ndmero de
elementos 71, e o centro de gravidade w; de cada uma das classes.

(b) Etapa Iterativa fest-—0O
Para todo 7 (classe s) de Za N faca
aeterminar /tal que

. . n, n
I:argmm{mln{ : dz(zi,wj)}, : dz(zi,Ws)}

=k, +1 n,—1

|#s S

sel # sentaofaca

7(.6574.(_] Wz - ng.Wl +Zi W oo nS.WS _ZI

n, +1 ) n,—1
Qf - Qf D{Q}er - Qs_{Q} n, < n, +1ens < Ny -1

(c) Se test # Oentdo vd para (b)
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Algoritmo k-means

(a) Initializagdo: Tem-se uma partigdo @, o nimero de elementos n;eo
centro de gravidade w; de cada uma das classes.

(b) Etapa Iterativa fest-—0O
Para todo 7 (classe s) de Za N faca
aeterminar /tal que

¢=arc min d*(z;,w)
J=l,°°°,K
sel # sentaofaca

n,.w, + X W n.w, =X
n, +1 ) n,—1

Qf - Qf D{Q}er - Qs_{Q} n, < n, +1ens < Ny -1

test— 1 W, «

(c) Se test # Oentdo vd para (b)

Francisco de A.T. de Carvalho, 9
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Algoritmos gue possuem duas etapa

otimizacao

*A primeira etapa € a etapa depresentacdoela consiste em
definir um representante ou prototipo para cada uma das
classes.

*A segunda etapa € a etapaafetacag ela modifica a classe de
fetaca(de cad: um dos individuos.

Obsevacoes

A atualisacao sera realizada ap0s a apresentacao de todos os
individuos deQ.

A ordem de apresentacao dos individuos nao tem mais nenhuma
Influéncia sobre os resultados.
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Algoritmo dos Centros Moveis

(a) inicializagdo: No inicio tem-se uma partigdo @ ou um
subconjunto de K'elementos de Q.

(b) Etapa de representagado

Para todo j de 1 a K faga
calcular o centro de gravidade

(c) Etapa de afetagdo
test— 0 Para todo ide 7a N faca
determinar /tal que

— : 2
| = argjglll_.r)K d=(x,w;)

sel # sentdofaca rest—1 Q - Q 0{e}eq, - Q. —{e}

(d) se test # Ova para (b)

Francisco de A.T. de Carvalho, 11
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Exemplo

X 1.0 1.5 3.0 5.0 3.5 4.5 3.5
X5 1.0 2.0 4.0 7.0 5.0 5.0 4.5

Passo 1: k = 2 e 6,={1,2,3} e 6,={45,6,7}
Passo2: g, = (1.83, 2.33) e g, = (4.13, 5.38)

Passo3:

d(w.g) 157 047 204 564 315 378 274
d(w.g,)5.38 428 178 183 074 053 108

Passo 4G,={1,2} e G, = {3,4,5,6,7} Houve modificagcao dos grupos? Sim. V3§
para o passo 2

Francisco de A.T. de Carvalho, 12
CIn/UFPE




Algoritmos de Tipo Nuvens Dinamicas

o

A idéia € associar a cada classe uma representagdo

(chamada de protétipo) diferente do centro de gravidade,
‘por exemplo: mediana, um conjunto de elementos, uma
distribuicdo de probabilidade.

O método k-médias € um caso particular do algoritmo de
nuvens dinamicas.

O critério U decresce de acordo com a adequagdo
entre as classes e seus representantes.

Francisco de A.T. de Carvalho, 13
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Algoritmos de Tipo Nuvens Dinémic%s

Seja L={L,,...L¢ } o conjunto de representantes da

particdo Q={Q.....Qy}

L, € representado por um vetor de p medidas.

— [~ j p |
gk_(gk,.-.,gk,-.-,gk)
O critério U é definido por: U(Q.L) =;D(Qk,|-k) => > d(x;,0)

k=1i0Q,

D(Qy.Ly) mede a adequagdo entre a classe Q,
a sua representagdo L,

d(x;,9.) mede a distdncia entre x; e g,.

Francisco de A.T. de Carvalho, 14
CIn/UFPE



Algoritmos de Tipo Nuvens Dinémic%s

O problema de otimizagdo € definido como:

Encontrar uma parti¢do Q={Qy,....Q¢} € um conjunto de
prototipos L={L,,...I,} de Q que minimize o critério

U@QL)= Z D(Qy, L) :Z Zd(xi k)

k=1i0Q,

Francisco de A.T. de Carvalho, 15
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Algoritmos de Tipo Nuvens Dinamic.
usando a Distancia, l(city-block)

Problema de otimizagdo: encontrar gy tal que minimize

Zwam)ZZw‘m

i0C, j=1 j=1i0C,

A solugdo para g,J € a mediana do conjunto

{x} 1 0Q,
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Algoritmos de Tipo Nuvens Dinamic.
usando a Distancia,l(euclidiana)

Problema de otimizagdo: encontrar gy tal que minimize

sz()(l gk) ZZ(XJ gk

i0c, j=1 j=1i0C,

A solugdo para g € a média do conjunto
{x} i DQ

Método dos centros maoveis

Francisco de A.T. de Carvalho, 17
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Algoritmo Geral

(a) inicializagdo: No inicio tem-se uma partigdo @ ou um
subconjunto de K'elementos de Q.

(b) Etapa de representagado

Para todo j de 1 a K faga
calcular o protétipo g,

(c) Etapa de afetagdo

test— 0 Para todo ide 7a N faca
determinar /tal que

| =argmin d(x;,g,)

k=1--- K

sel # sentdofaca rest—1 Q - Q 0{e}eq, - Q. —{e}

(d) se test # Ova para (b)

Francisco de A.T. de Carvalho, 18
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Algoritmos de Tipo Nuvens Dinamic.

com Distancias adaptativas

A idéia é associar uma distdncia diferente para cada
classe que muda a cada iteragdo.

O problema de otimizagdo é formulado como:
Encontrar
‘uma particdo Q={Qy,....Ql,
‘um conjunto de protétipos L={L,,... I} de Q
‘um conjunto de distancias d={d;,..,d,}
que minimize o critério

UQL)= Z D(Q,, L. dy) :Z de(xi k)

k=1i0Q,

onde d,(x;,g,) € a distancia adaptativa entre x; e g,

Francisco de A.T. de Carvalho, 19
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Algoritmos de Tipo Nuvens Dinamicas com Distantias
(city-block) adaptativas — Diday, Govaert (1975)

Neste método a distancia adaptativa d, é
b
dy (%, 9,) :ZAL | X' =g |
j=1
Problema de otimizagdo € divido em duas etapas

a) A partigdo Q e o conjunto de distdncias
d={d,,..,d,} fixos: encontrar g,} que minimize

4,000 = T3 AL X gk|—zw[z X gkj

1I0Qy I0Q, j=1 =1 I DIQy

A solugdo para g, € a mediana do conjunto {x} i OQ,

Francisco de A.T. de Carvalho, 20
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Algoritmos de Tipo Nuvens Dinamic.

com Distancias L(city-block) adaptativas

\

D

b) A partigdo Q e o conjunto de protdtipos fixos:

encontrar o conjunto de distancias d={d,,..,d,} que
minimize

S d,x,00= Y 34 X ~g! |- zw(z X - gkj

1I0Qy i0Q, j=1 =1 I DIQ

comAJ>0elAJd=1 A solugdo para A é
K i Mk P K

b 1/p
[ZI&“ -0, I)
AJ‘ — =1 \ i0Cy . .
‘ > -9/l

i0C,
Francisco de A.T. de Carvalho, 21
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Algoritmos de Tipo Nuvens Dinamicas com Distantiageuclidiana)
adaptativas

Neste método a distancia adaptativa d, é

P
d(%,9) = 2 N (% =9)°
j=1
Problema de otimizagdo € divido em duas etapas

a) A particdo Q e o conjunto de distancias d={d;,..,d,} fixos:

encontrar o protétipo g, tal que minimize

4,060,003 (X -g))’ —zw[z ¢ gi) j

10Q 1I0Q j=1 =1 1 DIQk

A solugdo para gy € a media do conjunto {x;J} i OQ,

Francisco de A.T. de Carvalho, 22
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Algoritmos de Tipo Nuvens Dinamic EJ
com Distancias i (euclidiana) adaptativas

b) A partigdo Q e o conjunto de protdtipos fixos:

encontrar o conjunto de distancias d={d,,..,d,} que minimize

4, 00,00 = T3 (X -g))° —zw[z ¢ - gi) ]

10Qy I0Q j=1 =1 I DIQ

comAJ>0elM;Ad=1 A solugdo para A\Jé

1 [;(x“ —gE)Z} |

A=
k J _ ~1)2
> (% -9))
iC,
Francisco de A.T. de Carvalho, 23
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Algoritmos de Tipo Nuvens Dinamicas com Distanciasvlahalanobis
adaptativas

Neste método a distancia adaptativa d, é

d (x,9) =X —g)'M (X —g,)
Problema de otimizagdo € divido em duas etapas

a) A particdo Q e o conjunto de distancias d={d;,..,d,} fixos:

encontrar o protétipo g, tal que minimize

de(xi ,0) = Z(Xi _gk)tM (X —9,)

I0Q I0Qy

A solugdo para gy € a media do conjunto {x;J} i OQ,

Francisco de A.T. de Carvalho, 24
CIn/UFPE



Algoritmos de Tipo Nuvens Dinamic EJ
com Distancias i (euclidiana) adaptativas

b) A partigdo Q e o conjunto de protdtipos fixos:
encontrar o conjunto de distancias d={d,,..,d,} que minimize

de(xi ,0) = Z(Xi _gk)tM <X —0)

i0Q 10Qy

det M, =1 A solugdo para M, é

M, :[det(Ck)]%’(Ck)'l C, =D (% =9 —9,)'

i0Q,

Francisco de A.T. de Carvalho, 25
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Algoritmo Geral

(a) inicializagdo: No inicio tem-se uma partigdo @ ou um
subconjunto de K'elementos de Q.

(b) Etapa de representagado

Para todo j de 1 a K faga
calcular o protétipo g, e a distancia d,

(c) Etapa de afetagdo
test— 0 Para todo ide 7a N faca
determinar /tal que

| =argmin d,(x,9;)
J

:1’...’K

sel # sentdofaca rest—1 Q - Q 0{e}eq, - Q. —{e}

(d) se test # Ova para (b)

Francisco de A.T. de Carvalho, 26
CIn/UFPE




Agrupamento Fuzzy

Agrupamento Fuzzy gera uma partigdo fuzzy:

*Cada padrdo possui um grau de pertinéncia em relagdo
uma classe

------------------- Menmbership matrix for the mninmal U obtained ------

| ndi vi dual i M O1 M 02 M 03 Hard Cl uster
1 0. 05170622 0. 76619356 0.18210022 2
2 0. 06029595 0.71723586 0. 22246819 2
3 0. 00248825 0. 99081770 0. 00669404 2
4 0. 05424567 0. 84182154 0.10393279 2
5 0. 00338890 0. 00109680 0. 99551431 3
Francisco de A.T. de Carvalho, 27
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Fuzzy k-means

Seja L={L,,...L¢ } o0 conjunto de representantes da

particdo Q={Q;.....Qy}

L, € representado por um vetor de p medidas.

g, = (gi,,g,ﬂ,gf)T

O critério U é definido por:

U :iZ(uik)mdz(Xi’gk) :iZ(uik)mi(xl -0;)°
m [J]1,+cof controla a nebulosidade do grau de pertinencia de
cada padrdo 7 nos grupos

Francisco de A.T. de Carvalho, 28
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Fuzzy k-means

O problema de otimizagdo € definido como:

Encontrar uma partigdo Q={Q;.....Qy} fuzzy e um conjunto
de protoétipos L={L,...., I} de Q que minimize o critério

K n K

U= (U )"d*(x;,9,) :ZZ(uik)mi(xij -0;)°

i=1 k=1 i=1 k=1

5

Francisco de A.T. de Carvalho, 29
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Fuzzy k-means

Problema de otimizagdo € divido em duas etapas
a) O grau de pertinéncia é fixo
encontrar o protétipo g, que minimize

p n

i(uki)mdz(xi’gk) :i(uki)mi(xij _gd)z :ZZ(uki)m(Xij _gkj
n e
A solugdo para g, é: | Z_ll(”ki) %
gk = I_n ’ J :11

Francisco de A.T. de Carvalho,
CIn/UFPE
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Fuzzy k-means

b) Os protétipos g, sdo fixos:

encontrar o grau de pertinencia u,; que minimize

Z(ukl) d (X gk) Z(ukl) Z(XJ gk

=1

A solugdo para u,; € : (e
) Z(&’-gd)z
Ui = Z =
" Z(X. gh
\j=1

Francisco de A.T. de Carvalho,
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Fuzzy k-means com Distancias adaptativas

A idéia é associar uma distdncia diferente para cada
classe que muda a cada iteragdo.

O problema de otimizagdo é formulado como:
Encontrar
‘uma particdo Q={Qy,....Ql,
‘um conjunto de protétipos L={L,,... I} de Q
‘um conjunto de distancias d={d;,..,d,}
que minimize o critério

n

U(Q’L):ZD(Qk’Lk’dk):Z (U )"d*(x;,9,)

k=1 i=1

onde d,(x;,g,) € a distancia adaptativa entre x; e g,

Francisco de A.T. de Carvalho, 32
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Fuzzy k-means com Distanciag (euclidiana) adaptativas

Neste método a distancia adaptativa d, é

P . .
dy (X;,9,) :Z% (X’ _gd)z

j=1
Problema de otimizagdo € divido em duas etapas

a) A particdo Q e o conjunto de distancias d={d;,..,d,} fixos:
encontrar o protétipo g, tal que minimize

i(uik)mdk(xi ) = i(uik)mi/ﬂk (Xij B gli)z = iAjk(i(uik)m()(ij - gd)zj
Zn:(uik)mxij

A solugdo para g,J é gl ==

i(uik)m

Francisco de A.T. de Carvalho, 33
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Fuzzy l-means conDistancias |,
(euclidiana) adaptativas

b) A partigdo Q e o conjunto de protdtipos fixos:

encontrar o conjunto de distancias d={d,,..,d,} que minimize

> (070(6,60 = 2 ()" A (6 -0 :iﬂi@uik)m(xs —ggfj

comAJ>0elM;Ad=1 A solugdo para A\Jé

Francisco de A.T. de Carvalho, 34
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Fuzzy k-means com Distancias de Mahalanobis aazgdat

Neste método a distancia adaptativa d, é

d (x;,9) =X —g)'M (X —g,)
Problema de otimizagdo € divido em duas etapas

a) A partigdo Q e o conjunto de distancias d={d;,..,d,} fixos:
encon’rrar o protétipo gyl ’ral que minimize

Z(Um) dy (X;,9k) = Z(Um) (X, —9)'M (X, —g,)

A solugdo para g, é Z(uik)mxi
gk = i:]-n

Z(uik)m

Francisco de A.T. de Carvalho, i=1 35
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Fuzzy l-means conDistancias
Mahalanobis adaptativas

b) A partigdo Q e o conjunto de protdtipos fixos:

encontrar o conjunto de distancias d={d,,..,d,} que minimize
Z(uik)mdk(xi k) = Z(uik)m(xi -0)'M, (X, —9,)
i=1 i=1

det M, =1 A solugdo para M, é

M, =[0etCL €7 ¢, =3 (u)"(x ~g,)(%, ~gy)'

Francisco de A.T. de Carvalho, 36
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Fuzzy k-means

c) Os protoétipos g, e as distancias d={d;,..,d,} sdo fixos:

encontrar o grau de pertinencia u,; que minimize

S ()" dy (%G

k=1 i=1

A solugdo para u,; € :

K

=2

h=1

|

di (X,9,)

d(X,95)

Francisco de A.T. de Carvalho,
CIn/UFPE
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Méetodos Parametricos

Modelo: Mistura finita de distribuicoes

Mistura: conjunto de k distribuicdes de probabtidaue
representam k grupos e que determinam os valoeges do
atributos para os membros de um grupo

Cada distribuicao fornece a probabilidade de qua imstancia
particular apresente um certo conjunto de valoass se saiba
gue ela pertence a um dado grupo

A cada grupo € associado uma distribuic&o distinta

Francisco de A.T. de Carvalho, 38
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Méetodos Parametricos

Uma instancia pertence a apenas um grupo, masersains gual
Os grupos nao sao igualmente provaveis

Situacao mais simples: um atributo numérico conridiscao
normal para cada grupo, mas com diferentes médiasancias

Problema: a partir de um conjunto de instanciaiing media e a
variancia de cada grupo (distribuicéo)

Francisco de A.T. de Carvalho, 39
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Méetodos Parametricos

Exemplo: Dois grupos A e B de distribuicdo norn@mhanédias e
desvios-padrap, e o, para A gug e og para B

Seleciona-se instancias dessas distribuicOes (deA
probabilidadat, e de B com probabilidadeg)

Dados: (A,51), (A,43), (B,62), (B,64), (A,45), (R} (A,46),
(A,45), (A,45), (B,62), (B,47), (A,52), (B,64), (B1), (B,65),
(A,48), (A,49), (A,46), (B,64), (B,51)

Problema: Imagine os dados sem as classes (roausag)onha
gue se queira determinar os parametros
Has O%a, Hg, 0%, Ty €T

Francisco de A.T. de Carvalho, 40
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Méetodos Parametricos

Conhecendo-se as classes das instancias essegfpasérriam
facilmente estimados:

2 2
gz AT X, 82:()(1_X) ...+ (X, —X)
n n-1
PA € [g Sa0 estimados pela proporcéo das instancias engo#ula
AeB

Conhecendo-se esses parametros, dada uma instaacia
probabilidade de que ela seja do grupo A é

)= PXTAPCA) TG KO )T,
F(x) FOGHA 00 )T+ (X M. 05 )T

Francisco de A.T. de Carvalho,
CIn/UFPE
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Méetodos Parametricos

Abordagem probabilista

Os dados D sao uma mistura de k distribuicoes nemmma-variadas

Cada observacao e descrita pelo vetgiz¢x ..., z,), onde

a) % € o valor da-ésima observaca

b) z; = 1 se a observagao € proveniente do j-esimo grupe 0,
senao

Diz-se também que ¥ a variavel observada g,z.., z, sao as
variaveis ocultas

Francisco de A.T. de Carvalho, 42
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Méetodos Parametricos

Abordagem probabilista

Trata-se de estimar (aprender) os parametros
0, = (1%, W, 0%) de cada uma das K distribuicdes normais

Encontrar a hipotese h =6, ..., 8, > que maximiza a
verossimilhanca desses parametros, isto €, encontra
a hipotese h = 8,,..., 6, > que maximiza p(D/h)

Francisco de A.T. de Carvalho,
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O Algoritmo EM

O Algoritmo EM (Expectation, Maximisation)

Inicializacao: h =<80,,..., 0, >, ondef,,..., 0, sao
parametros iniciais arbitrarios

Etapa I Calcular o valor esperado EJale cada
variavel oculta g, supondo verdadeira a hipotese atual h
=<04...,6(>

Francisco de A.T. de Carvalho, 44
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O Algoritmo EM

O Algoritmo EM (Expectation, Maximisation)

E[z,.] é a probabilidade de que a observagdenta sido gerada
pela k-ésima distribuicdo normal

o mex{_(x;zm]
E[Zik]: KT[kp(X_Xil B k) — K

> p(x=% =gy ) inkex{_(x—zuk)]

k=1 O-k

Francisco de A.T. de Carvalho, 45
CIn/UFPE




O Algoritmo EM

O Algoritmo EM (Expectation, Maximisation)

Etapa 2 Calcular a nova hipotesesh<9 ,,..., 0 > de maxima
verossimilhanca, supondo que os valores de cada/eboculta
Z, € 0 seu valor esperado fJzalculado no Passo 1.

Substituir a hipdtese h =6&,,..., 6, > pela hipotese
h=<0,...,0,>erecomecar.

Francisco de A.T. de Carvalho, 46
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O Algoritmo EM

Nesse caso, 0s parametfps (1, W,, 0%) encontrados segundo o
método de maxima verossimilhanca é tal que:

2Ez]
Ty = KIZln :EZE[ZK]
22 Elzl 7
k=1i=1
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O Algoritmo EM

ZnE[Zik]Xi
" l_iE[z..] :”ﬂk;E[zik]x‘

> Elz 0% -1,
0 == Zn: :nn ZE[Zik](Xi_Uk)z
E[ z ] 1=

Esse algoritmo converge para uma hipotese h quesapma um
maximo de verossimilhanca local
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