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Andlise de Componentes Principals

~Introducao

-1 Problema
1 Ponto de partida: observagdes descritas por p variavels
~Meta: encontrar k (k £ p) novas variavels (componentes principais)
~cada uma delas combinacao linear das p variaveisiniciais
1 preservando o melhor possivel a variabilidade
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Andlise de Componentes Principals

- Componentes principais popul acional

Vetor aleatorio X" =[X,,..., X,]
M atriz de covariancias ;3

Auto-valores 1,3..31 .30

Auto-vetores €,..4€,
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Andlise de Componentes Principals

- Componentes principais popul acional
Considere as combinacoes lineares:

Y, = aX = aX + a,X, + - + a X,
— T —
Y, = aX = ayX + ajX, + - + a X
Entao:

Var(Y)=a'Sa ,i=1...,p
Cov(Y,Y,)=a'Sa, ,i,k=1...,p
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Andlise de Componentes Principals

- Componentes principais populacional
As componentes principais Y,,...,Y  tem variancia
t&0 grande quanto possivel:
~“Primeira Componente Principal: combinacéo linear a,"X
que maximizaVar(a,'X) sujeitoaa,'a; =1
5. ..
~“i-ésima Componente Principal: combinagdo linear a'X
que maximizaVar(a'X) sujeitoaa,'a; = 1
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Andlise de Componentes Principals

~Resultado 1
Sela S amatriz de co-variancias associada a
X' =[Xq,- X Sgall e, ..., (1 ,e)coml 3.3
|, Os pares de autovalores e auto-vetoresde S. A I-
ésima componente principal &:
Y, =eX=¢X +... X, i=1..,p
Var(Y)=¢e'Se =I. i=1...,p
Cov(Y,,Y,)=€'Se, itk
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Andlise de Componentes Principals

~Resultado 2
Sga X' =[Xy,...,X | de matriz de co-variancias S
cujos pares de autovalores e auto-vetores sao (I ;,e,),
. (ye)ondel 2...31 . SgaY,=¢'X", ..., Y
= e ' X’ as componentes principais. Ent&o:

P

J J
Spt...tsy=aVar(X)=l,+...+1 =a Var(Y,)
1=1 1=1
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Andlise de Componentes Principals

~Importancia de uma Componente Principal
E medida pelo aporte de sua variacao a variacao
total

groporcaoda Varianciag _

Ik
_ = k=1...,p
gTotd explicadapor Y, g |, +...+]
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Andlise de Componentes Principals

~Resultado 3
SeY,=¢'X',...,g' X", ..., Y, =&, X" com
g'=[ey ..., & -.-,E;] S30 as componentes
principais obtidas apartir de S, entao
rY,Xk:?kji:? ILk=1...,p

sa0 0s coeficientes de correlacao entre as
componentes principais Y, e as variavels X,
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Andlise de Componentes Principals

~“Variaves padronizadas
Sejam as variavel's padronizadas.

|sto é:
( 1/2) (X - 1)

PP pl

N
I

E(Z)=0 e Cov(Z)=(V¥)'s(v¥?) =2
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Andlise de Componentes Principals |

~Resultado 4
A 1-ésima componente principal das variavels
padronizadas Z'=[Z,,...,Z;] de matriz de co-
varianciascov(Z) =r é
Y =e'z=e (VY?) ' (X-p) i=1...,p
Alem disso 1+...+1= ng_Var(Zi) =1, +... 4, :g‘Var(Yi)
vz =641, 1L,Lk=1..,p
(I .e),.... (I ,,e)coml *...3 | 'sao osparesde
autovalores e auto-vetores de r
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Andlise de Componentes Principals

agProporcaodaVarianciag I, |, .
(é;TotaI explicadaporY, ; 1+...+1 p

| . S0 os autovalores der
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Andlise de Componentes Principals

1 Observagoes

1A componentes principals obtidas a partir de S néo sao
as mesmas obtidas a partir der

~1A Importancia relativa de cada componente tambéem sera
diferente

10 uso da matriz de correlactes é indicado quando as
variavels
sa0 medidas em unidades diferentes
-1 sa0 medidas em escalas com ampla diferenca de amplitudes
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Andlise de Componentes Principals

1 Componentes Principais Amostrais
Sgaxy, ...,X, N observacOes independentes de X' =
[X,, ..., X,] de vetor de medias populacional me
matriz de co-variancias populacional S
Sga
X . vetor de médial amostral
S:Matriz deco- variancias amostral
R : Matriz de correlagcoesamostral
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Andlise de Componentes Principals

1 Componentes Principais Amostrais
Os n valores da combinacao linear

a, X =a,X; t...azx, j=L..,n
tem média a, X evarianciaa, Sa,

Da mesma forma, todos os pares (a;'x;,a,'x;) tem
covarianciaamostral a,'Sa,
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Andlise de Componentes Principals

-1 Componentes principals amostras:
Primeire componente principal amostra

combinacao linear y, = alij que maximiz a variancia

amostral var(y,) = var(a,x;) =a, Sa, sujeito aa, a, =1

| - é&ama componente principal amostral

combinagdo linear §; =a X, que maximiz a variancia amostral
var(y,) = var(a'x,) =a/Sa, sujeitoaa'a; =1e

cov(¥;,9,) =cov(a/x,,a.x;)=a Sa, =0 k<i
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Andlise de Componentes Principals |

~Resultado 5
S={sik} eamatriz (p" p) de co-variancias amostral
CUjos pares de autovalores e auto-vetores sao

N N

(I',8),....(",,&,) onde [,3..3]

P

A 1-ésima componente principal amostral
J =ex=&x+...+&x, i=1..,p

onde X' = [X,...X,] € umaobservagao de X' =
[Xp,e X ]
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Andlise de Componentes Principals |

~“Resultado 5

Além disso
Varidnciaamostral(y,) =1, k=1...,p
Co-varianciaamostral(y.,¥,) =0 1t k

N N

Varianciatotal amostral = é s, 3,+... .+l
=1

ry_,xk:é‘“'m ILk=1...,p

s

P
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Andlise de Componentes Principals |

~JResultado 5
Também

Proporcao da variancia total amostral explicada por Yy,

~ X — k=1...,p
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Andlise de Componentes Principals

-1 Componentes Principais Amostrals. variavels

padronizadas
Sglam os dados padronizados:
zj:D'l’Z( X)—g‘—Xl ..... X xu j=1...,n

€ Sll ppL
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Andlise de Componentes Principals

-1 Componentes Principais Amostrals. variavels

padronizadas
Matriz de dados de observacoes padronizadas.

s T 7 ~
&, u ?Zﬂ Z, Z, u
etTu e u
Z :éZZUZéZ.Zl 2.22 22pl:|
np €e-uU e: : u
e u é u
€Z,( €%m Znp
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Andlise de Componentes Principals

-1 Componentes Principais Amostrals. variavels
padronizadas
Matriz de dados de observacoes padronizadas.

% XX K X U
¢ s B
§X21 KN Xpt X% Xop u
an:g \/g .322 . \/7 ljl
gxnl' Xp ~p " Xp u
£ /S F :
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Andlise de Componentes Principals

-1 Componentes Principais Amostrals. variavels
padronizadas

Vetor de médias amostral:
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Andlise de Componentes Principals \

-1 Componentes Principais Amostrals. variavels
padronizadas
Matriz de co-variancias amostral:

T

1 1 1

S= - &_111779& 111779
n-1g n 0 n 1)
_ 1 o
n_1(2 17" ) (2 - 127)
:isz
n-1
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Andlise de Componentes Principals \

-1 Componentes Principais Amostrals. variavels
padronizadas
Matriz de co-variancias amostral:

é(n' Ds, (n-Ds, (n- s, L\,J

B W ol

on-Ds, (-Ds,  (-Ds,q

S:g@@ 522 . SZZJSZ'OU

an-DIs, (n-Ds, ~ (0-Ds, g

Eé\/ SllJ Sop /S x/ Spp Spp H
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Andlise de Componentes Principals \

-1 Resultado 6:
Sez,...,z, S80 observagoes padronizadas com
matriz de co-variancias R ai-ésma componente
principal é

y =&z=8z+..+8z i=1..p

onde (’,2) €o0i-ésmo par de autovalores e auto-
vetores de R com

N

3 3| 3
|1 |Io 0
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Andlise de Componentes Principals

- Resultado 6:
Também:
Varidnciaamostral(§,) =1, i=1...,p
Co-varianciaamostral(y.,y, ) =0 1t k

e N

Variancia total amostra padronizada=tr(R) = p = IA1+...+I )
. =817 ,k=1..,p
Proporc¢éo da variancia total amostral explicada por y,

I
k —
— k=1...,,p
P
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